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PRÉFACE 


Le siècle du progrès technique et scientifique est marqué par 
la pénétration des méthodes mathématiques dans toutes les sphè- 
res des activités humaines. Les sciences connexes se servent des 
méthodes mathématiques pour poser dé nouveaux problèmes qui, 
par contrecoup, favorisent le développement de ces dernières. Les 
mathématiques sont devenues une discipline indispensable même 
aux non-mathématiciens. 

L'étude des mathématiques développe la logique, fournit les 
éléments nécessaires à l’appréhension des problèmes complexes 
auxquels est confrontée l’économie nationale. 

Le présent ouvrage a été écrit sur la base du manuel Cours de 
mathématiques supérieures publié aux Editions de l'Université 
Lomonossov de Moscou. Cet ouvrage a valu à son auteur la médail- 
le de bronze de l'Exposition des réalisations de l'Economie Natio- 
nale d’U.R.S.S. en 1983. 

L'auteur a lu ce cours pendant de longues années à la faculté de 
géologie de l’Université de Moscou. Il a en même temps enseigné 
aux Cours nationaux de recyclage des professeurs de mathémati- 
ques du secondaire qui sont organisés sous l'égide de l’Université 
de Moscou. La longue expérience pédagogique de l’auteur s’est 
concrétisée aussi bien dans le choix des sujets abordés que dans 
le caractère de l’exposé. La concision de l’ouvrage ne sacrifie ni 
a la clarté ni à la rigueur. 

Les nombreux exemples et exercices qui illustrent les notions 
et théorèmes fondamentaux aideront les élèves à assimiler plus 
profondément les bases des mathématiques et les guideront dans 
la résolution de problèmes pratiques. 

L’heureuse conjugaison de la simplicité et de la rigueur, le choix 
judicieux des exemples permettent d'utiliser cet ouvrage comme 
manuel pour les disciplines non mathématiques de l’enseignement 
supérieur. 

André Tykhonov 


AVANT-PROPOS 


Cet ouvrage expose les bases des mathématiques supérieures 
et à ce titre peut être utilisé aussi bien dans les universités que 
dans les écoles techniques supérieures où les diverses branches des 
mathématiques supérieures sont regroupées dans un même cours. 

L'auteur s’est efforcé dans la mesure du possible de faire un ex- 
posé exhaustif, rigoureux et clair dont l’objectif avoué n'est pas 
seulement de communiquer telle ou telle information sur les 
mathématiques, mais d’aiguiser l'intérêt du lecteur pour cette dis- 
cipline, d'élargir son horizon et le lui inculquer une certaine cul- 
ture mathématique. 

Cet ouvrage se réclame du principe didactique : du simple au 
complexe. Ainsi la notion de limite est d'abord étudiée pour les 
suites numériques, puis pour les fonctions d'une variable. Sont 
ensuite introduites la notion de limite des sommes intégrales et, 
enfin, des fonctions de plusieurs variables. 

Les nombres réels sont définis par une méthode axiomatique 
qui permet d'exposer de la manière la plus concise les généralités 
nécessaires sur les nombres et de passer plus aisément à l’exposi- 
tion directe du matériel. 

L'analyse mathématique — calcul différentiel et calcul inté- 
gral — constitue la charnière de ce manuel. La notion de fonction, 
qui est capitale en mathématiques, est abordée au secondaire, 
mais ce n’est qu'en mathématiques supérieures qu'elle est l’objet 
d’une étude approfondie et systématique. Signalons que cette no- 
tion est définie au moyen de la notion d'ensemble, ce qui corres- 
pond à l'esprit moderne des mathématiques. 

L'auteur exprime sa profonde gratitude à l'académicien 
A. Tykhonov, aux professeurs A. Babaev, V. Boutouzov, A. Ches- 
takov. M. Govoro, D. Kostomarov, N. Matvéev, A. Svechnikov, 
G. Tchandirov pour leur précieux concours à la parution de cet 
ouvrage. 

Victor Chipatchev 


INTRODUCTION 


Les mathématiques sont à la fois la plus antique et la plus jeu- 
ne des sciences. Elles ont commencé à se former au deuxième millé- 
naire avant J.-C. sous l’impulsion du commerce, de l’agriculture 
et de la navigation qui nécessitaient des méthodes de calcul et de 
mesure qui plongent leurs racines dans la plus haute antiquité. 
Les bâtisseurs des pyramides égyptiennes connaissaient déjà les 
mathématiques. 

Dans la Grèce Antique, les mathématiques s’érigent en science 
autonome à partir du VI® siècle avant J.-C. Elles prennent défini- 
tivement corps au III* siècle dans les immortels Eléments d’'Eucli- 
de. Ce monumental ouvrage a servi de base à l’enseignement de la 
géométrie pendant plus de deux mille ans. Ceci différencie fonda- 
mentalement les mathématiques des autres sciences. Les concepts 
physiques d’Aristote qui nous semblent quelque peu simplistes 
sont devenus l'apanage de l’histoire des sciences, bien qu'ils 
aient généralisé toutes les connaissances accumulées à l’époque sur 
le monde ambiant. Or, le théorème de Pythagore continue d'être 
un pilier de la géométrie. 

Les mathématiques ne cessent d'évoluer, d'élaborer de nouvel- 
les méthodes, de bourgeonner, de perfectionner leur symbolique 
et leurs outils. L'émergence de la physique des Temps modernes 
est redevable à l’application des mathématiques par Kepler et 
Galilée à l'étude des phénomènes terrestres et célestes. Au XVI 
siècle, la géométrie analytique de Descartes et le calcul différen- 
tiel et intégral de Newton et de Leibniz constituent un tournant 
décisif dans l’histoire des mathématiques et marquent fortement 
aussi bien les mathématiques proprement dites que les autres 
sciences telles la physique et l'astronomie. 

L'intense développement qui s’est ensuivi a conduit à la 
charnière du XIX® et du XX® siècle à une nouvelle révolution 
scientifique liée, en particulier, à la reconnaissance du droit de 
cité des géométries non euclidiennes (géométries de Lobatchevski, 
Riemann, Bolyai) et à la création de la théorie des ensembles par 
Cantor. Les mathématiques poursuivent leur marche triomphale 
en forçant l'admiration par la diversité des branches spéciales, 
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Ja nouveauté et l'originalité des concepts et méthodes, les particu- 
larités du langage. Le processus de différenciation des sciences a 
envahi les mathématiques en les enrichissant d’une multitude de 
domaines. 

Le développement des méthodes et des branches des mathéma- 
tiques s’est accompagné de leur implantation dans les autres scien- 
ces, d’un processus de mathématisation des sciences. De par la lo- 
gique du développement des sciences, les mathématiques se sont 
transformées en une méthode de recherche scientifique. Si à l’épo- 
que de la physique classique les mathématiques servaient essentiel- 
lement au traitement des données expérimentales, à l’établis- 
sement d'une relation exacte entre les phénomènes et processus 
physiques, à la fin du XIX£siècle les calculs mathématiques sug- 
géraient des hypothèses physiques et des découvertes. Les ma- 
thématiques ne servaient pas uniquement à traiter les indications 
des instruments de mesure et les résultats des expériences, mais 
aussi à élaborer des modèles mathématiques dont la véritable si- 
gnification physique restait à élucider. 

En clair, il s’agit d'utiliser les méthodes mathématiques pour 
pénétrer dans des domaines du monde physique encore vierges et 
provisoirement inaccessibles par les méthodes physiques, à y de- 
couvrir des lois mathématiques, à élaborer des modèles mathéma- 
tiques décrivant des processus physiques inconnus et, partant, à 
orienter la pensée de l’expérimentateur. Aujourd'hui le physicien 
théoricien est avant tout un mathématicien. « Les mathématiques, 
a dit l’éminent savant américain F. J. Dyson, ne sont pas pour le 
physicien seulement un instrument à l’aide duquel il peut dé- 
crire quantitativement tout phénomène, mais la principale source 
d'idées et de principes générateurs de nouvelles théories ». 

Un exemple remarquable du rôle du raisonnement mathémati- 
que dans les découvertes physiques est fourni par la relativité gé- 
néralisée d’Einstein dont la construction a été achevée avant toute 
expérimentation et dont les hypothèses ont été brillamment con- 
firmées par les résultats. 

Un exemple non moins significatif est l’apparition de la mé- 
canique quantique qui a été élaborée mathématiquement à partir 
de données physiques connues mais inexplicables, par un trait gé- 
nial de l'imagination mathématique. Cette théorie a non seule- 
ment été confirmée par les expériences, mais elle est devenue la 
source et le moteur de l'essor de la physique atomique avec les 
résultats impressionnants que l’on connaît. 

Tous ceux qu'ils soient mathématiciens, physiciens ou philoso- 
phes qui se sont intéressés de près à l’histoire des mathématiques 
et à leurs applications dans les sciences naturelles et techniques et 
qui ont médité sur le rapport des mathématiques avec le monde ob- 
jectif se sont inévitablement interrogés sur la merveilleuse capaci- 
té des mathématiques de décrire correctement ou de refléter les 


INTRODUCTION 9 


processus physiques ou le comportement de l'Univers physique. 
Les précurseurs de la science, tels Kepler et Galilée, sous le coup 
des résultats acquis, s’imaginaient que le livre de la nature a été 
écrit par son Créateur divin dans le langage mathématique et 
qu'il ne restait au savant qu'à le lire. Depuis une foule d'hypothe- 
ses ont été avancées sur la nature des mathématiques et leurs ver- 
tus cognitives sans qu'aucune prévaille. 

Au XX siècle le philosophe autrichien Wittgenstein a émis 
l’étonnante idée que les mathématiques ne sont rien d’autre qu'un 
ensemble de tautologies et les démonstrations mathématiques, des 
transformations tautologiques. Cette théorie expliquait l’authen- 
ticité absolue des mathématiques et de leur applicabilité univer- 
selle. Mais elle était incapable de trouver une explication à la fa- 
culté des mathématiques de découvrir des faits nouveaux dans le 
monde, faculté qui est primordiale au développement de la scien- 
ce et qui permet d'appliquer largement les mathématiques aux 
sciences spéciales. 

Il importe de souligner que les mathématiques procèdent par 
des concepts bien plus abstraits que les autres sciences. Même le 
nombre naturel le plus ordinaire, par exemple 4, fait abstraction 
des traits spécifiques des objets décrits (arbres, pieds d’une table, 
coins d’une salle, etc.) et ne caractérise qu’une classe de quatre 
éléments. La notion même de nombre naturel est un concept bien 
plus abstrait encore, car elle représente la classe de toutes les clas- 
ses contenant plus d’un élément. 

La force des mathématiques est justement dans leur capacité 
de créer des concepts de plus en plus abstraits, d'opérer sur eux 
pour étudier leurs particularités et les lois qui les régissent. C’est 
précisément pour cette raison que les méthodes mathématiques peu- 
vent être utilisées dans les sciences autres que la physique à me- 
sure que ces sciences deviennent théoriques, c'est-à-dire qu'elles 
se dotent de concepts suffisamment abstraits qu’elles appliqueront 
à leur développement. 

Le philosophe allemand Kant a dit qu'une science mérite d’au- 
tant plus son nom qu'elle contient de mathématiques. A l’époque, 
les mathématiques n'étaient partie intégrante que de la mécani- 
. que, la physique et l’astronomie. De nos jours le niveau théorique 
des sciences s’est tellement élevé que leur fusion est devenue 
non seulement possible, mais absolument nécessaire pour le déve- 
loppement tant de ces sciences que des mathématiques elles-mêmes. 

Il va de soi que le processus de mathématisation n’a pas touché 
toutes les sciences au mème degré. Une réussite est l’application 
des méthodes mathématiques aux sciences minérales et en bio- 
logie. Ceci a été possible grâce à la pénétration de la biologie dans 
les processus intracellulaires et à leur analyse à un niveau molécu- 
laire. À titre d'exemple on pourrait citer les études du fonction- 
nement et la conception de modèles de certaines fonctions du neuro- 
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ne, l'étude de problèmes d’hérédité, etc. 

Même dans les sciences sociales qui sont le plus longtemps res- 
tées réfractaires aux mathématiques, excepté les méthodes sta- 
tistiques d'analyse de certains processus et phénomènes sociaux, 
on pourrait citer aussi de nombreux domaines dans lesquels les 
mathématiques ont donné de bons résultats: problèmes de démo- 
graphie, de linguistique structuraliste, etc. Mais le succès le plus 
spectaculaire est l’implantation des méthodes mathématiques en 
économie et dans la gestion des processus économiques. La ges- 
tion scientifique de tels processus dans une économie planifiée ne 
peut aujourd'hui être réalisée que sur la base de méthodes mathé- 
matiques exactes dans tous les domaines — prospection des gise- 
ments, étude du marché de l'offre et de la demande, étude de la 
main-d'œuvre, transport de voyageurs et de marchandises, inter- 
vention sur les phénomènes atmosphériques — bref, la vie con- 
temporaine est impossible sans les mathématiques. 

Mais de quelles mathématiques est-il question ici: des mathé- 
matiques pures ou des mathématiques appliquées ? Cette démarca- 
tion traditionnelle est aujourd'hui de plus en plus formelle et se 
vide progressivement de son sens. Les sections mêmes les plus 
abstraites des mathématiques pures peuvent semble-t-il être ma- 
térialisées dans les domaines les plus inattendus des sciences et des 
techniques. En même temps la résolution des problèmes pratiques 
et théoriques stimule l'élaboration de nouvelles méthodes abstrai- 
tes et engendre de nouvelles branches mathématiques. 

Les dernières décennies ont été.marquées par un intense déve- 
loppement des instruments et méthodes du calcul numérique. La 
simulation mathématique permet d’étudier des processus qui 
sont inexpérimentables (fusion thermonucléaire contrôlée, phy- 
sique du plasma, lasers, etc.). « De fait, une nouvelle orientation 
prévaut dans les recherches physiques théoriques des deux derniè- 
res décennies », affirme l'académicien soviétique À. Samarski. 
« L'ordinateur permet grâce au modèle mathématique d'étudier 
les structures et les processus physiques, de simuler leur compor- 
tement dans des conditions différentes, de trouver les paramètres 
et régimes optimaux des constructions réelles et théoriques ». 
Des horizons tout à fait nouveaux s'ouvrent aux mathématiques. 

L'ère de la révolution scientifique et technique est l’ère de la 
mathématisation de la science, de la technique, de l’économie et de 
la gestion. Tout chercheur scientifique ou ingénieur se doit non seu- 
lement de connaître les bases des mathématiques, mais aussi de 
bien maîtriser les toutes dernières méthodes mathématiques utilisa- 
bles dans sa spécialité. Aujourd’hui tout travail scientifique sé- 
rieux doit se prévaloir des mathématiques. On peut en toute con- 
science dire que l'étude des mathématiques contribue à former la 
pensée scientifique et sa large utilisation est un gage de progrès 
dans les sciences et techniques. 


PREMIÈRE PARTIE 


ANALYSE MATHÉMATIQUE 
DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE 


CHAPITRE PREMIER 


NOMBRES RÉELS 


$ 1. Ensembles. Notations. Symboles logiques 


La notion d'ensemble est fondamentale en mathématiques. 
C'est une notion première qui est indéfinissable par d’autres no- 
tions. Les termes «groupement », «famille», « système », « collec- 
tion», etc., sont synonymes d’« ensemble ». Comme exemples 
d’'ensembles citons l’ensemble des étudiants dans une salle de 
cours ; la famille des étoiles de la Grande Ourse ; un système de trois 
équations à trois inconnues ; l'ensemble des entiers, etc. On voit 
sur ces exemples qu'un ensemble peut être constitué d’un nombre 
fini ou infini d objets. 

Les objets qui composent un ensemble s “appellent éléments ou 
points de cet ensemble. Les ensembles sont représentés par des let- 
tres majuscules, leurs éléments, par des lettres minuscules. Si x 
est un élément d'un ensemble X, on note x € X'et onlit x appar- 
tient à X. Six n'est pas élément de À, on note xé À (x n'appar- 
tient pas à X). La notation À = {x,, . .., x,} exprime que À 
est composé des éléments x, . .., Zn. Îdem pour la notation 

Ve Ts Li sua 

Soient X et }’ deux ensembles. Si X et Ÿ sont composés des 
mêmes éléments, on dit qu'ils sont confondus et l’on écrit À = Y. 
Si tous les éléments de X appartiennent à Ÿ”, on dit que À est con- 
tenu, ou inclus, dans }” ou encore que À est un sous-ensemble ou 
une partie de Ÿ. On note ceci XE Ÿ ou Ÿ = ZX (ŸY contient ZX). 
Si X n'est pas inclus dans Y’, onécrit À d: Y'. L'ensemble vide est 
d’un usage fréquent en mathématiques. Cet ensemble ne contient 
aucun élément et se représente par le symbole @. L'ensemble vide 
est une partie de tout ensemble. 

Dans la suite nous aurons affaire à divers ensembles de nombres 
réels. Pour abréger on omettra le qualificatif « réel » si aucune con- 
fusion n'est à craindre. 

Soit P (x) une propriété d’un nombre x. L'écriture { z|P (z)} 
désigne l’ensemble de tous les nombres possédant la propriété 
P (x). Ainsi {x | 2° — 3x + 2 — 0} est l’ensemble des zéros _ 
l'équation 2° — 3x + 2 — 0: il est constitué des éléments 1 et 2 
{zx [3 << r <7} est l’ensemble des nombres satisfaisant la de 
ble inégalité 3<r<7;, {z|rz>Tetz<3} = @ 
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Si Lys + + + Zn Sont des nombres arbitraires, la notation 
ZT — MAX {Z, . - ., Zn} (resp. x — min {x,,...x,}) exprime que 
x est le maximum (resp. le minimum) des nombres x, , -.., zh. 

Certains termes et expressions se répètent souvent dans les dé- 
finitions, théorèmes, etc. Aussi avons-nous intérêt à utiliser en 
pareilles occasions les symboles logiques qui sont économiques. 

Nous n'indiquerons que les symboles logiques les plus simples 
et les plus usités: le quantificateur existentiel 1 et le quantifica- 
teur universel V. Le symbole 4 se lit « il existe », le symbole V, 
« quel que soit » ou « pour tout». Ainsi 4zxz€ X ... signifie: 
« il existe un nombre z de X tel que ...»; VzE X : « pour tout 
nombre x de X »; VzE X : « exprime que « pour tout nombre x 
de À on a (ou est réalisée) la proposition & ». Par exemple, l’expres- 
sion 

Ve 0, 1>0,VrZÆzx,, |z— ro |<ô:|f(r) —A]<e 


se lit : « quel que soit & > 0 il existe un ô >> 0 tel que pour tout x 
distinct de x, et satisfaisant l'inégalité |zx — zx, | << 6 l’on a 
[ft — Al|<e». | 

Le symbole Æ exprimera la fin d'une démonstration. 


$ 2. Les nombres réels 
et leurs propriétés fondamentales 


Du cours de mathématiques élémentaires on sait que l’ensemble 
des réels est composé des nombres rationnels et irrationnels. Un 
nombre rationnel est un nombre qui se représente par un quotient 
d’entiers p et q (q + 0). Un nombre réel qui n’est pas rationnel est 
irrationnel. Tout nombre rationnel est soit entier, soit se repré- 
sente par un développement décimal limité ou périodique illimité. 
Un nombre irrationnel se représente, lui, par un développement 
décimal non périodique illimité. Ainsi les rationnels 3/4 et 1;3 
ont pour développements décimaux 0,75 et 0,333... ; les nombres 
irrationnels V 2 et x ont des développements décimaux illimités : 
V2 = 1,41421356..., n = 3,14159... 

Récapitulons nos connaissances sur les réels, énumérons leurs 
propriétés fondamentales et déduisons ensuite quelques corollai- 
res. 


I. Addition et multiplication des réels 


A tout couple de nombres réels a et b sont associés de façon uni- 
que deux nombres réels a + b et a-b appelés respectivement leur 
somme et leur produit et vérifiant les propriétés suivantes. Quels 
que soient les nombres a, b et c: 

10a + b = b + a (commutativité). 

2 a + (b + c) = (a + b) + c (associativité). 
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3° a-b — b-a (commutativité). 

49 a- (b-c) = (a-b)-c (associativité). 

5° (a + b):c = ac + bc (distributivité pour l'addition). 

6° Il existe un seul élément neutre O pour l'addition tel que 
a + 0 — a quel que soit a. 

7° Pour tout nombre a il existe un nombre ( — a) dit opposé de 
a tel que a + (—a) = 0. 

8° Il existe un seul élément neutre 1 pour la multiplication tel 
que pour tout a on a a-1 = a. 

9° Pour tout nombre a Æ 0 il existe un nombre a”\, appelé 


; : ; 1 
inverse de a, tel que a-a-* —1 : le nombre a°' est noté aussi par — 


II. Comparaison des nombres réels 


Entre deux nombres réels quelconques a et b on a l’une des 
relations suivantes: a — b (a égal b), a > b (a strictement supé- 
rieur à b) ou b > a. La relation —est transitive: [ a —b et b — 
= cl = [a = cl]. 

La relation > jouit des propriétés suivantes. Quels que soient 
les nombres a, b et c: 

100 [a > b et b>cl—=[a> cl (transitivité). 

119 [a> bl={la+c>b + c] (régularité). 

12° [a>œ 0etb >0] = [a-b > 0]. 

La relation a > b peut encore s’écrire b << a (b strictement in- 
férieur à a). La relation a > b (ou, ce qui est équivalent, b< a) 
exprime que a est soit égal, soit strictement supérieur à b. Les re- 
lations a<b,a>—>b,a<b,a>b sont des inégalités, les deux 
premières sont strictes, les deux dernières, larges. 


III. Continuité des nombres réels 


13° Soient X et Ÿ deux ensembles de réels. Si quels que soient 
zEXetyEY, on a zx< y, il existe alors au moins un c tel que 
TC U: 

À noter que la propriété de continuité est caractéristique 
de l’ensemble des réels mais pas de l’ensemble des rationnels. En 


effet, soient X l’ensemble des rationnels z tels que zx << V2 et Y 


l'ensemble des rationnels y tels que y > V2. Il est évident que 
quels que soient x£€ X etyEY onaz< y, or il n'existe pas de 
rationnel c tel que rc y. En effet, seul le nombre V2 qui, on 
le sait, est irrationnel jouit de cette propriété. 

Les autres propriétés des nombres réels résultent des propriétés 
I, II et III. Penchons-nous sur quelques-unes d’entre elles, les 
autres seront utilisées dans la suite sans démonstration formelle. 

Quels que soient les nombres a, b, cet d: 

14° Le nombre zx = b + (—a) est solution (ou racine) de 

l'équation a + x = b. 
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En effet, d’après les propriétés 1°, 2°, 6° et 2° ona:a + b + 
+ (— a) = b. 


Le nombre b + (—a) s'appelle différence des nombres b et a 
et se note b — a. À noter que si a << b (ou, ce qui revient au 
même, b > a), la différence b — a >> 0. En effet, l'inégalité b > a 
entraîne en vertu de 11°: b + (—a) > a+ (—a) ou b — a >> 0. 

15° Le nombre x — ba”! est solution (ou racine) de l'équation 
ax =bsiazt(. 

En effet, d’après les propriétés 39, 40, 80 et 90, on a: a-ba-!— 
—<b. 


Le nombre ba”! s'appelle quotient des nombres b et a et se note 
Z ou b:a. 

169 Si a << b, alors —a >> —b. 

En effet, puisque a << b, il vient b — a > 0. En vertu de 11° 
on a don b—a+(—b)>=>0<+(—b), d'où —a> —b. 1 

En particulier, si a > 0, alors —a< 0 et si a << 0, alors 
—a >> Ô (on se sert du fait que —0 —0; en effet, (—0) + 
+ 0 — —0 d’après 6° et (—0) + 0 — 0 d’après 7°, d'où—0 = 0). 

1470 Saxœbetc>d, alors a +c>b + d. 

En effet, sia=—betc > d,en vertu de 1{°onaa+c>b + 
Hcetc+b>d<+<b. Donc a+c>b + d d'après 10°. 5 

189 Si a<betc>d, alors a—c<b—d. 

En effet, puisque c>d, la propriété 16° nous donne 
—c< — d. En ajoutant terme à terme les inégalités a << b et 
—c<< —d (ce qui est possible d’après 17°) on trouve a — c < 
<b—d.H 

19 a — a = 0(. 

En effet, a—a—a+(—a) =0. M 

20° a-0 = 0. 

On a a-:0—a.(b — b) = ab — ab = 0. M 

219 — (—a) = a. 

ne . —(—a)) + (—a) +a=0+a=a 

220 (—a) b — —ab 

En effet, (—a) "a Rs b + ab + (— nd [(—a) + 
+ al.b — ab — 0: b = O0 — ab — —ab. 

Signalons que la de 9° nous a permis de le la som- 
me (—a) b + ab par le produit [ (—a) + a] b. La propriété 22° 
nous donne en particulier: (—1)a = —a. 

239 Si a<0 et b=>0, alors ab < 0. 

Puisque a << 0, il vient —a >> 0. La propriété 12° nous donne 
(—a) b > 0. Donc (—a)b = —ab > 0 et par suite ab < 0. 

249 Si a << 0 et b< O0, alors ab > 0. 

En effet, puisque b << 0, on a — b > 0. D'après la propriéte 
230, (—b)a<0. Donc (—b)a——«ab<O0 et par suite 
ab > 0. 
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259 Si a 0, alors aa = &æ > (. 
Ceci résulte des propriétés 129 et 24°. En particulier, 1 — 
— 125 0, c'est-à-dire que 1 > 0. 

26° Si a > 0, alors a”! > 0. 

En effet, aa”! — 1 => 0 d’après les propriétés 9 et 25°. Si 
l’on admet que a-!'< 0, les propriétés 20° et 23° nous disent que 
aa”! 0. Cette contradiction montre que a”! > 0. 

Nous voyons donc que les propriétés I, II et III des nombres 
réels entraînent toutes les autres. On peut donc dire que les nombres 
réels forment un ensemble d'éléments possédant les propriétés 
I, Il et III. Une telle définition est dite axiomatique, quant aux 
propriétés I, II et III, elles sont appelées axziomes des nombres 
réels. 

Signalons en conclusion que les propriétés I, II et III nous per- 
mettent de représenter tout nombre réel par un développement dé- 
cimal illimité: 

4, Alolz + An. 


où a est un entier quelconque, &;, &,, 4z, . . ., 4, des entiers com- 
pris entre 0 et 9 (0< a, < 9). Nous glisserons cependant sur cette 
question. 


$ 3. Représentation géométrique 
des nombres réels 


1. Représentation des nombres réels par des points de la droite. 
Introduisons quelques notions préliminaires. Considérons une 
droite arbitraire. On peut la munir de deux orientations oppo- 
sées. Fixons l’une de ces orientations (fig. 1). Choisissons par ail- 

En Qi 
Ré B A C D 
axe 


Fig. 1 Fig. 2 


leurs une unité pour mesurer la longueur des segments. Une droite 
sur laquelle on a choisi une orientation s'appelle droite orientée, ou 
axe. 
Soient deux points quelconques À et B sur un axe. On dit que 
le segment AB est orienté si l’on indique lequel des points 4 et B 
est son origine et lequel, son extrémité. On désignera un segment 


Q æ , e 9 æ . pas < . 
orienté d'origine À et d’extrémité B par AB et on conviendra 
qu'il est orienté de À vers B. Signalons que dans l'écriture d’un 
segment orienté la première lettre représente l’origine, la seconde, 
, # .. # + . e = # 
l extrémité. La longueur d'un segment orienté AB se désigne par 
| AB | ou AB. 
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La notion de mesure algébrique est introduite pour les seg- 
ments orientés situés sur un même axe ou sur des axes parallèles. 


On appelle mesure algébrique AB d'un segment orienté AB le 
—} 
nombre algébrique égal à AB ou —AB selon que AB est de mé- 


; A B C 
1 —_—_— 2 —@— 
-B C 
D 
V C B A a) 
_—(@ "(ju (—/îje 
C B X 
AB + BC = À b) 
Fig. 3 Fig. 4 


me sens ou de sens contraire à l’axe. Dans le cas des segments 


AB et CD de la figure 2, on a ÀAB — — AB, CD = CD. 
Signalons que quelle que soit l’orientation de l’axe, les mesu 


res algébriques des segments AB et BA sont de signes contraires : 
AB = —BA. 


Si les points À et B sont confondus, on convient que la mesure 
algébrique AB est nulle. 

Pour trois points arbitraires À, B et C d'un axe on a la rela- 
tion 

AB + BC = AC 
dite relation de Chasles, qui sera fréquemment utilisée dans la sui- 
te. 

On établit de façon élémentaire la relation de Chasles en envi- 
sageant une par une les six dispositions des points À, B et C sur 
l’axe (fig. 3). 

Passons maintenant à la représentation géométrique des 
nombres réels. Appelons axe de coordonnées une droite sur laquelle 
on a fixé une orientation et un point © (l’origine des coordonnées). 
(On admet qu’on a fait choix d’une unité de mesure.) Soit M un 
point quelconque de l'axe (fig. 4, a). Associons au point M un 


nm — 
nombre x égal à la mesure algébrique OM du segment OM. Le nom- 
bre x s'appelle coordonnée du point A. A chaque point de l'axe 
de coordonnées on peut associer un nombre réel bien défini: sa 
coordonnée. La réciproque est vraie : à chaque nombre réel x cor- 
respond un point de l'axe de coordonnées, plus exactement le 
point M de coordonnée x. 
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Les nombres réels peuvent donc être représentés par les points 
de l'axe de coordonnées. C’est pourquoi les points de l’axe de coor- 
données sont souvent suivis d’un nombre: leur coordonnée (fig. 
4, b). 

Soient W, et M, deux points de coordonnées respectives x; 


et x, (fig. 5). Exprimons la mesure algébrique M,M, en fonction 
des coordonnées des points M, et M,. D'après la relation de Chas- 
les 


OM, + MM, = OM, 


— nt RER —êè—__——( "fe 

d'où AM, = OM, — OM. Or MG) © Mix 

OM, = x, et OM, = z,, donc MM; = x2- x: 
M,» — Lo RE CAE Fig. 5) 


Cette formule sera souvent utilisée en géométrie analytique. 


2. Ensembles numériques d’usage fréquent. Soient a << b deux 
nombres. On se servira des notations suivantes: 


{x |a<z<b} =la, bl; {xz|a<z<b} = la, bl; 
{z |a<z<b} = [a, bl; 
{x|a<r<b}=—]a,bl; 

{x [a z} = a, + oœl; {r |a< rx} = Ja, + ©; 
{t |z< db} = ] — 00, b]; {x | x << b} = ] — oo, bl. 


L'ensemble des réels sera désigné comme suit : 


{r|—oo<xr< + oo} ou J — ©, + ol. 


Tous ces ensembles s'appellent intervalles : 

{a, b] est un intervalle fermé borné, ou segment, 

[a,bl,]a, b], [a, + oc [ et ] — , b] des intervalles semi-ouverts, 

la,. bl,]a, + of, ] — co, b[et | — co, oc [ des intervalles 
ouverts. 

Les intervalles [a, b], la, b], La, bl et ] a, bl sont finis et a et b 
sont leurs bornes. Les autres intervalles sont infinis. 

Aux intervalles numériques sont associés des intervalles sur 
l'axe de coordonnées. Ainsi l'intervalle [x,, xz.] est représenté sur 
l'axe de coordonnées par le segment M,M,, où M, est le point de 
coordonnée x, et M,, de coordonnée x, (fig. 5). L'ensemble ] — , 

+ oo est représenté par l’axe de coordonnées tout entier. C'est 
pourquoi l’ensemble ] — , + oc [s'appelle aussi axe numérique 
et tout nombre, point de cet axe. Soient a un point arbitraire de 
l'axe numérique, ô > 0 un nombre. L'’intervalle ] a — 6, a + 6 
s'appelle ô-voisinage du point a. 

201361 
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$ 4. Bornes des ensembles numériques 


On dit qu’un ensemble X est majoré ou borné supérieurement 
(resp. minoré ou borné inférieurement) s'il existe un nombre c 
tel que x c (resp. z> c) pour tout x € À. Le nombre c s'appelle 
majorant (resp. minorant) de X. 

Un ensemble qui est majoré et minoré est dit borné. 

Par exemple, tout intervalle fini (la, b], [a, bl, Ja, b], la, bl) 
est borné. L'intervalle Ja, + [ est minoré mais pas majoré; 
l'axe numérique ] —co, —+oof est un ensemble qui n'est ni mi- 
noré ni majoré. 

Il est évident que tout ensemble majoré (resp. minoré) admet 
une infinité de majorants (resp. de minorants). En effet, si un 
nombre c est un majorant (resp. minorant) de X, tout nombre c’ 
strictement supérieur (resp. strictement inférieur) à c sera aussi 
un majorant (resp. un minorant) de X, puisque rc (resp. 
x > c) entraîne x < c' (resp. rx > c'). 

Il est naturel de se poser la question de l'existence du plus 
petit majorant d’un ensemble majoré et du plus grand minorant 
d'un ensemble minoré. 

Le plus petit majorant d’un ensemble majoré À s'appelle 
borne supérieure ou supremum de X et se note sup X ; le plus grand 
minorant, borne inférieure ou infimum de X et se note inf X. 


Exemples. Soit X — Ja, b[. Le nombre b est la borne supérieu- 
re de X, le nombre a, sa borne inférieure, autrement dit b — sup À, 
a — inf X. Soit À — Ja, + of. Dans ce cas a — inf X, quant 
aux majorants et à la borne supérieure, ils n'existent pas. 

La borne supérieure jouit de l’importante propriété suivante : 
si petit que soit le nombre € > O0, il existe un x € X tel que 
x > sup À — &*). En effet, s’il n'existait pas un tel x, le nombre 
sup zx ne serait pas borne supérieure (c'est-à-dire le plus petit ma- 
jorant). En d'autres termes, cette propriété exprime que le nombre 
sup À est le plus petit de tous les majorants de X et il ne peut être 
diminué. 

Cette propriété de la borne supérieure peut être reformulée 
dans les termes suivants: si c — sup X, pour tout nombre cc 
il existe un nombre z € À tel que x > c’ **). Pour s'assurer de 
l’équivalence de ces deux formulations, il suffit de prendre c' 
et e tels que c” = c — &, relation qui entraîne l’équivalence de la 
condition € >> 0 à la condition c'  c. 

La borne inférieure jouit de la même propriété : si petit que soit 
le nombre & > 0, on peut exhiber un xE ZX tel que x << 
<inf À + e. (On demande au lecteur de formuler cette propriété 
sous une autre forme.) 


*) Ou, en signes logiques: Ye > 0, Az EX: z > sup X — €. 
**) Ou, en signes logiques: Ye’ <ec, Ar EX: r > c'. 
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Il se pose la question de savoir si la borne supérieure (resp. in- 
férieure) d’un ensemble majoré (resp. minoré) existe toujours. La 
réponse à cette question est donnée par l'important théorème sui- 
vant. 


Théorème 1.1. Tout ensemble numérique majoré (resp. minoré) 
non vide admet une borne supérieure (resp. inférieure). 
Démonstration. Soit À un ensemble majoré non vide. 
Alors l’ensemble Ÿ des majorants de X n'est pas vide. De la défi- 
nition de la borne supérieure il s'ensuit que pour tout x€ X 
et tout yE Ÿ on a x< y. D'après la propriété de continuité des 
nombres réels il existe un nombre c tel que, quels que soient z 
et y, 
z< CE y. (1) 


De la première inégalité (1) il résulte que c est un majorant de X, 
de la deuxième, qu'il est le plus petit majorant, c'est-à-dire la bor- 
ne supérieure. 

On démontre de façon analogue l’existence de la borne infé- 
rieure d'un ensemble minoré non vide. 

Si un ensemble X n'est pas majoré (resp. minoré), on convien- 
dra d'écrire: sup À = “+ © (resp. inf À = — oo). 


$ 5. Valeur absolue d’un nombre 


La notion de valeur absolue et les inégalités relatives aux va- 
leurs absolues interviennent souvent dans la suite. 


Définition. On appelle valeur absolue (ou module) d’un nombre 
x le nombre x lui-même ou son opposé —z selon que z > 0 ou 
x < 0. 


La valeur absolue de x se note | x |. Ainsi 
x si x2>0, 
[x | — | 
| — zx si x <(. 


Les propriétés suivantes de la valeur absolue résultent directe- 
ment de sa définition. 

19 [x [> 0. En effet : 

si z> 0, alors |z| =z>0; 

si z<0, on alz|—=—zxz; or—rx>0, puisque z< O0, 
autrement dit | zx | > 0. Dans les deux casona|z|>0. 

2° [z|=|—zx|. En effet: 


si z>0, alors —r<0et|]—z|=—(—z1) =zxz=|x|; 

si z<0, alors —x>0 et |[—z| = —x = ]|x]|, puisque 
x < 0. Dans les deux casona|z|=]|—zx|. 

32 — |[z|<z<]|z]|. En effet: 

si z>0, alorsiz|-xz et —rz<0. D'où |z|> —z, 


c'est-à-dire que —|z|<zr—|zxl|; 


Je 
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si z<0, alors |z|——zxz, d'où —|r|—z1. (Comme 
z<0,ona2r<0,ouz+zr<O0, d'où z<< — zx, c'est-à-dire 
que << |xz |. Ainsi —|z|—=z<|z|. Dans les deux cas on 
a—|[r|<z<]z|. 


Les trois propriétés suivantes seront établies sous forme de 
théorèmes en raison de leur importance. 


Théorème 1.2. Soit e >> 0 un nombre. Les inégalités | x | e& 
et —e< x < e sont alors équivalentes *). 

Démonstration. Soit [x |<e. Alors: 

1) si z>0, alors [x | —z, donc z< e, d'où 0£Lzr<e; 

2) si z<0, alors |xz|——zx, donc —rx<e, d'où 
—8< z< 0. En’ combinant 1) et 2) on trouve que —e<7<e 
pour tout x. 

Supposons maintenant que —e< z< e. Ceci exprime qu'on 
a simultanément z< eg et >> —e. La dernière inégalité nous 
donne —r< e. Puisque par définition | zx | est égal soit à x. 
soit à — zx, il vient |z|<e. 

Théorème 1.3. La valeur absolue de la s. mme de deux nombres est 
inférieure à la somme des valeurs absolues de ces nombres, c'est-à-dire 
que lz+y[<Iz|+lyl.: 

Démonstration. Soient xety des nombres quelconques. 
D'après la propriété 3°, on a 
—IzI<Kz<lzlet —IyI<y<]Iyl. 


+ 


En ajoutant membre à membre, on obtient 
—(Iz + Iyl)<z+y<(Izl+lyl). 
En vertu du théorème 1.2 cette double inégalité équivaut à l’iné- 
galité [z+y[<Iz|+lyl. M 
Remarquons que |xz—y|<|z|+lyl. 


Théorème 1.4. La valeur absolue de la différence de deux nombres 
est supérieure à la différence des valeurs absolues de ces nombres, soit 
Iz—=yl>izl—lrl. 

Démonstration. Quels que soient x et y, on a 

T=y+(z—y). 
D'après le théorème 1.3 


Izl=ly+@G—-y)I<Iyl+lz-yl.: 
D'oùlz—ylZzlzl—-lyl. M 
Remarquons que|z+y|=>]|z|—l|y|. 


*) En signes logiques cette assertion s'écrit: Ve > 0:[r7|<e< 
D —tL<r<«<£t. 
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Signalons en conclusion que quels que soient les nombres z 
et y, on a les relations (qui se vérifient sans peine): 
Iz| 


Z L 
e-yl=lel-ly et | LT= JE si y50. 


$ 6. Raisonnement par récurrence 


Le raisonnement par récurrence est un outil très puissant en 
mathématiques qui est utilisé dans la démonstration de proposi- 
tions faisant intervenir un entier naturel r. La procédure générale 
est la suivante: pour prouver une proposition mettant en jeu un 
entier naturel z (par exemple une formule), il faut: 1) vérifier 
qu’elle est vraie pour r7 = 1 *); 2) supposer qu'elle est vraie pour 
n et la prouver pour r + 1. Ceci fait, on conclut que cette proposi- 
tion est vraie quel que soit #7. Voyons des exemples. 


Exemple 1. Prouver par récurrence que 


L+2+3+...+nt@HNentn 


Solution.1)Assurons-nous que cette formule est vraie 
pour z — 1. Le premier membre est égal à 1, le second à 
14H11) _ 4. Cette formule est donc vraie pour nr = 1. 


2) Supposons qu’elle est vraie pour nr et prouvons-la pour nr +1, 
autrement dit, prouvons que 


12424 8L.. +n+(n+1)— (nr +1) (GPU [2(n+1)+1] | 
En effet, 
1+2+3+ ... +n+(n-1) +(n+1} = 

__ (n+1) fn CT DFSE EN CHI GER TE _ 


_n(n+1) (2n+4) 
= 


_ m+1)(n+2)(2n+3) _ (n+1)[(n+1)+1][2(n+1)+1] 
6 EE 


C.Q.F.D. Cette formule est donc vraie quel que soit 7. 
Le raisonnement par récurrence se prête bien au calcul des som- 
mes d’un nombre fini de termes. 


Exemple 2. Trouver la somme 
1+3+5+...+ (22 — 1). 
Solution. Désignons cette somme par S,: 
Snh=1+3+5+...+(2n —1). 


*) Si la proposition n’a pas de sens pour nr = 1, il faut la vérifier pour 
la plus petite valeur de nr pour laquelle elle a un sens. 
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Calculons les premières valeurs de cette somme: 
S1=1; S,—=1+3—-4; S,=1+3+5—9; 


Nous remarquons que $, — n°. Raisonnons par récurrence pour 
prouver cette assertion. Supposons que cette formule est vraie 
pour nr et prouvons-la pour nr + 1, c'est-à-dire que S,+4, = 
= (n + 1)*. En effet, 


Sn = Sn + (Zn +1) —1) = n° + (2n +1) = (n + 1}, 
C.Q.F.D. La formule S, = n° est donc vraie pour tout n et 
1+3+5+...+(2n —1) = n°. 


| | | | 
Exercice. Calculer la somme SET UE FE NE à DETTTPTÉ 


(Réponse : TT )- 


CHAPITRE II 


LIMITE D’UNE SUITE 


Les notions de limite et de fonction sont fondamentales en 
analyse mathématique. La notion de limite est étudiée en mathé- 
matiques élémentaires où elle permet le calcul de la longueur de 
la circonférence, du volume du cylindre, du cône, etc. Elle est éga- 
lement utilisée pour calculer la somme d'une progression géomé- 
trique infiniment décroissante. Le passage à la limite est une opé- 
ration fondamentale en analyse. Dans ce chapitre on envisage une 
forme élémentaire de passage à la limite, basée sur la notion 
de limite d'une suite numérique. Cette notion nous permettra 
de définir ultérieurement des formes plus complexes de passage 
à la limite. 


$S 1. Suites numériques 


1. Suites numériques et opérations arithmétiques sur elles. 
Les suites numériques sont étudiées dans le secondaire. Comme 
exemples de suites citons : 1) la suite des termes d’une progression 
arithmétique ou géométrique ; 2) la suite des périmètres de poly- 
gones réguliers inscrits dans un cercle; 3) la suite x, = 1, x, — 
— 1,4, x, = 1,41... des valeurs approchées de V2. 

Précisons et élargissons la notion de suite numérique. 


Définition. Si à chaque nombre 7 de la suite naturelle 
1,2: 9:27 


] L 2 e e 

on associe un nombre réel x,, on obtient un ensemble de réels 
VAT Lo; La; . ee, Tr e + ee (1) 

appelé suite numérique ou simplement suite *). 


Les nombres z,, æ+, Zs,s . . ., Zn, . .. S'appellent éléments 
(ou termes) de la suite (1), z,, l'élément (ou terme) général de la sui- 


*) En d'autres termes, on peut définir une suite numérique comme un 


ensemble de DER (n ; z.) dont le premier nombre prend successivement 
les valeurs 1, 
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te, n, l'indice ou le due de xz,. La suite (1) sera notée {r,}. Ain- 
si {+ } est la suite 1, + Sir. 2, ... 

On considère qu’une suite est dondés si l’on sait calculer 
n'importe lequel de ses éléments. Par exemple, la formule z, — 


= 1 + ( — 1)" définit la suite: 0, 2, 0, 2, ... En convertissant 
la fraction + en nombre décimal et en gardant une, deux, trois. 
c., décimales, on obtient la suite 
= 0,3; x: = 0,33: 2, = 0,333; ... : x, = 0,333... .3;: 


Toute suite contient par définition une infinité d'éléments : deux 
quelconques de ses éléments se différencient au moins par leur rang. 


5 Pa 
43 2 L 
_a_LhL_—_— he 09 em mn (eee 
O X4 X3 X5 x, x 
ä) 
ste 11 1 
1 3 5 7 6 4 2 
X, X3 XX} O X6X4 X5 X 
b) 
Fig. 6 


Géométriquement une suite se représente sur l’axe de coordon- 
nées par une infinité de points dont les coordonnées sont égales 
aux éléments respectifs de cette suite. Les figures 6, a et b repré- 

| . | 1 —1}" 
sentent respectivement les suites {x,} ={2} et {zh} ={ 7) - 

Introduisons les opérations arithmétiques sur les suites numé- 
riques. Soient données les suites {r,} et {y,}. 

On appelle : 

produit de la suite {x,} par un nombre m la suite {mx,}; 

somme des suites {z,} et {y,} la suite {x, + y,}; 

différence des suites {z,} et {y,} la suite {x, — y,}; 

produit des suites {r,} et {y,} la suite {x,y,}; 


quotient des suites {z,} et {y,} la suite {=} , pourvu que tous 
n 
les termes de la suite {y,} soient non nuls. 


2. Suites bornées et illimitées. 

Définition 1. On dit qu’une suite {x,} est majorée (resp. mi-) 
norée) s'il existe un nombre (resp. m) tel que pour tout élément 
Zn On a TZ L M (resp. x, > m). 


Définition 2. On dit qu'une suite {r,} est bornée si elle est à 
la fois majorée et minorée, c'est-à-dire s’il existe des nombres M 
et m tels que pour tout élément rx, on am<zr, < M. 
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Soit À = max {]m|,|M |}. La condition que la suite 
{z,} est bornée peut alors s’écrire |z, | À. 


Définition 3. On dit qu'une suite {x,} est illimitée si aussi 
grand que soit le nombre À > 0 il existe un élément zx, tel que 
|z, [> À (autrement dit, soit x, > À, soit z, << — À). 


De ces définitions il s'ensuit que si une suite est majorée, tous 
ses éléments appartiennent à l'intervalle ] — oo, M]; si elle est 
minorée, à l'intervalle [m, + oo ; si elle est bornée, à l'intervalle 
[m, M]. Une suite illimitée peut être majorée (ou minorée). 

Considérons des exemples de suites bornées et illimitées. 

1. La suite 1,2, 3,...,n,... est minorée mais pas majorée. 

2. La suite —1, —2, —3, ...,—n,... est majorée 
mais pas minorée. 

3. La suite 1, 1/2, 1/3, ..., 1/n, ... est bornée, puisque tout 
élément zx, est tel que 0 x, < 1 (m = 0, M = 1). 

4. La suite —1,2, — 3,4, —5,..., (—1)"n, ... est 
illimitée. En effet, si grand que soit le nombre À, il existe des élé- 
ments z, de cette suite tels que |z, | > À. 

Ces définitions s’écrivent de la manière suivante à l’aide des 
signes logiques: 

la suite {z,} est majorée si 3M, Vr, : x, M; 

minorée si Am, Vx,: zx, >m; 

bornée si 14 > 0, Vr,: |x, | À; 

illimitée si VA => 0, 3x, :|zx, | > À. 

Si l’on compare les notations logiques des deux dernières défi- 
nitions, on constate que les quantificateurs 4 et V se substi- 
tuent l’un à l’autre dans les négations. 


3. Suites infiniment grandes et infiniment petites. 

Définition 1. On dit qu'une suite {z,} est infiniment grande 
si pour tout nombre À >> 0 si grand soit-il il existe un entier V 
tel que pour r > N on ait |xz, | > À. 

Cette définition s'écrit en signes logiques : 


VA>O,3N,Vn>N:]1zx, | > 4. 


Remarque. Il est évident que toute suite infiniment grande est 
illimitée. Mais une suite illimitée n’est pas nécessairement infi- 
niment grande. Ainsi la suite illimitée 1, 2, 1, 3, ..., 1, n, 1, 
n +1, ... n'est pas infiniment grande, puisque pour À > 1 
l'inégalité |zxz, | > À n'est pas réalisée pour les termes x, de 
rang impair. 


Définition 2. On dit qu’une suite {«,} est infiniment petite 
si pour tout e >> 0 il existe un entier tel que pour nr > Nona 
LE 
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En signes logiques cette définition s'ecrit: 
Ve—>0,3N,Vn>N:la, |<e. 


Exemple 1. Utilisons la définition 1 pour prouver que la suite 
{n} est infiniment grande. 

Prenons un nombre À >> 0. De l'inégalité | x, | = |n | > À 
on déduit que r > À. Si l’on prend V > À, on aura | zx, | > À 
pour tout z >> N, ce qui exprime en vertu de la définition 1 que 
la suite {nr} est infiniment grande. 


Exemple 2. Utilisons la définition 2 pour prouver que la suite 
{1/r} est infiniment petite. 
Soit e>—>0 un nombre quelconque. L'inégalité | & , | = 
— | 1/n | << e entraîne que n > 1/e. Si l'on prend N = [1/e] *), 
pour tout n > AN on aura n> [1/el + 1 > 1/e, d’où 1Â/n — 
= |, |  e. La suite {1/r} est donc infiniment petite d’après la 
définition 2. 


Prouvons un théorème établissant un lien entre les suites infi- 
aiment grandes et les suites infiniment petites. 


Théorème 2.1. Si {x,} est une suite infiniment grande dont les 
1ermes sont tous différents de zéro, la suite {2} est infiniment peti- 
te, et réciproquement, si {x,} est une suite infiniment petite et 
Qn = O0, la suite {2} est infiniment grande. 

Démonstration.Soit {x,} une suite infiniment grande. 
Considérons un e>>0 quelconque et posons À = _ . D'a- 
près la définition 1 pour cet À il existe un entier N tel que pour 
n>N on alz, | > A4. D'où << £ pour 
tout z > N. Or ceci exprime que la suite {2} est infiniment pe- 


lite. 


La deuxième partie du théorème se démontre de façon analo- 
gue. 


4. Propriétés fondamentales des suites infiniment petites. 


Théorème 2.2. La somme et la différence de deux suites infini- 
ment petites sont des suites infiniment petites. 

Démonstration. Soient {æ«,} et {f,} des suites infi- 
niment petites. On demande de prouver que les suites {a, + B,} 
le sont aussi. Soient e >> 0 un nombre arbitraire, N, un entier tel 


*) Le symbole {r] désigne la partie entière de x, c'est-à-dire le plus 
grand entier inférieur à z. Par exemple, [1] = 1, [3,1] = 3, [0,7] = 0, 
[—0,5] = —1, [—172,9] = —173, etc. Il est évident que [x] + 1 > x. 
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que | &h |<+ pour n> N,, V,, un entier tel que |B, [<< + 
pour r > N,. (Les entiers V, et V, existent par définition d'une 
suite infiniment petite.) Prenons N = max {W,, N,}; pour 


n> N on aura alors simultanément: | &, | < = , Bal <+. 
Donc pour nr > Non a 


(an Æ Bal I@nt + Bal +5 €. 


Ce qui exprime que les suites {&, + $,} sont infiniment petites. M 


Corollaire. La somme algébrique d'un nombre fini de suites 
infiniment petites est une suite infiniment petite. 


Théorème 2.3. Le produit de deux suites infiniment petites est 
une suile infiniment petite. 

Démonstration. Soient {a«,} et {f,} des suites infi- 
niment petites. On demande de prouver qu'il en est de même de 
la suite {&,-B,}. La suite {æ,} étant infiniment petite, pour tout 
e > 0 il existe un entier N, tel que |, |e pour n > N.;; 
la suite {$,} étant aussi infiniment petite, il existe pour e = 1 
un entier V, tel que |[B, |<1 pour n > N;. Prenons V — 
— max {WV,, V,}; ces deux inégalités seront alors réalisées pour 
n > N. Donc pour >N 


| Gn-Pan | 2 lan | : | Ba | << e-1 = £. 
Ce qui exprime que la suite {æ,-fP,} est infiniment petite. M 


Corollaire. Le produit d'un nombre fini de suites infiniment pe- 
tites est une suite infiniment petile. 


Remarque. Le quotient de deux suites infiniment petites peut 
ne pas être une suite infiniment petite et peut même ne pas avoir 
de sens. Par exemple, si &, — 1/n et 6, — 1/n, les éléments de 
{&n/Bn} sont tous égaux à 1 et cette suite est bornée. Si &«, = 1/n 
et Br — 1/n?, la suite {æ,/B,} est infiniment grande, la suite 
{Br/&h}, infiniment petite. La suite {«,/B,} n'a pas de sens si à 
partir d’un certain rang tous les éléments de {f,} sont nuls. 


Théorème 2.4. Le produit d'une suite bornée par une suite infi- 
niment petite est une suite infiniment petite. 
Démonstration. Soient f{xz,} une suite bornée, 
{&,}, une suite infiniment petite. On demande de prouver que la 
suite {x,-&,\} est infiniment petite. La suite {x,} étant bornée, 
il existe un À >> 0 tel que tout élément zx, satisfait l’inégalité 
[Ta | À. Soit € > O un nombre quelconque. La suite {a,} 
étant infiniment petite, pour tout nombre e/À il existe un entier 
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N tel que |a, | < e/A pour r > N. Donc, pour r > N 
[Tn°n | = [ZA |: |æ, | < A+ =e. 
Ce qui exprime que la suite {r,-a,} est infiniment petite. 


Corollaire. Le produit d'une suite infiniment petite par un nombre 
est une suite infiniment petite. 


Passons maintenant à l’une des plus importantes notions 
d'analyse mathématique, la notion de limite d’une suite numé- 
rique. 


$ 2. Suites convergentes 
1. Notion de suite convergente. 


Définition. On dit qu'un nombre «a est la Limite d’une suite 
{x,} si pour tout nombre e > 0 il existe un entier N tel que pour 
n > N on ait 

|Thn—a|<e. (1) 


Cette définition s'écrit à l’aide des signes logiques : 
Ve=>0, 3W, Vn>N:l1r2, —al<e. 


Une suite qui possède une limite s'appelle convergente. 
Si une suite {x,} converge vers un nombre a, on note ceci: 
limr,—=a ou x, — a lorsque nr — oo. (2) 


71 — O0 


Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente. 


Exemple. Utilisons a définition de la limite d’une suite 

pour prouver que lim —— TT — 1. 
n—00 
Soit e>0 ae nombre arbitraire. Puisque |]1r,—1| = 
n 
= 1 = Fri" Pour trouver les valeurs de nr vérifiant 
l'inégalité | x, — 1 I< e, il suffit de résoudre l’inéquation 
1/(r ee 1) <e, d’où il résulte que nr > (1 —e)/e. Donc pour 
N on peut prendre la partie entière de (1 — e)/e, soit N — 
— [(1 —e)/el. L'inégalité | x, —1|<e sera satisfaite pour tout 
n > N. Ce qui prouve que lim — = — 1; 
6 n- 1 

Remarque 1. Supposons qu'une suite {r,} admet un nombre a 
pour limite. Alors {æ,} — {xz, — a} est une suite infiniment peti- 
te, puisque pour tout e >> 0 il existe un entier N tel que pour 
tout rR>œN on al, |—|tz, —al<e Donc tout terme 
z, d’une suite convergeant vers un nombre a peut être représenté 


sous la forme 
In =a4 +, (3) 
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où «&h est le terme général de la suite infiniment petite {ax,}. 
Il est évident que la réciproque est vraie : si x, peut être représenté 
sous la forme zx, = a + &,. où {æ,} est une suite infiniment pe- 
tite, alors lim z, — a. La représentation (3) est utilisée dans la 


71 00 
démonstration des théorèmes sur les limites de suites. 
Remarque 2. L'inégalité (1) équivaut aux doubles inégalités 
— EL In —A<LEOUZ—E LT, La +E, 


qui expriment que le terme zx, est situé dans un e-voisinage du 
point a (fig. 7). On peut donc 
formuler la définition de la 


limite d’une suite de la manière EE 


suivante : on dit qu'un nombre a art a X, a+e X 
est la limite d’une suite {x,} —— 
si pour tout e-voisinage de a Ig. 4 


il existe un entier À tel que tous 
les termes z, de rang nr > N se trouvent dans cet £e-voisinage. 


Remarque 3. Il est évident qu’une suite {x,} infiniment gran- 


de ne possède pas de limite. On dit quelquefois qu'elle possède 
une limite infinie et on écrit 


lim Th —= ©. 
n—-+00 
Si à partir d'un certain rang tous les termes de cette suite sont 
strictement positifs (resp. strictement négatifs) on note 
lim zx, = + oo (resp. lim x, — — oo). 
n— 0 0 


La limite d’une suite telle qu'elle a été définie plus haut sera 
parfois appelée limite finie par opposition à la limite infinie. 


Remarque 4. 11 est évident que toute suite infiniment petite 
est convergente et a pour limite le nombre a = 0 


2. Propriétés fondamentales des suites convergentes. Prouvons 


un lemme qui nous sera utile dans la démonstration du théorème 
2.5. 


Lemme 2.1. Si tous les termes d'une suite infiniment petite 
{aæ,} sont égaux à un même nombre c, alors c = 0. 

Démonstration. Supposons par absurde que c Æ 0. 
Posons e = . Par définition d'une suite infiniment petite, il 
existe un entier N tel que pourn > Nona |a, | << e. Puisque 


C .« LA # LI Lé m e 
An =cete — | , la dernière inégalité peut être mise sous la 
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forme |c|< | ; | , d'où l’on déduit que 1 << 1/2. Cette contradic- 


tion prouve que c —0. 


Théorème 2.3. Une suite convergente n'a qu'une seule limite. 

Démonstration. Supposons par absurde qu'une suite 
convergente {r,} admet deux limites distinctes, a et b. D'après la 
formule (3) on a alors 


Tn = a +anetzn = b + $;, 


où &h et P, sont les termes généraux des suites infiniment petites 
{&n} et {B,}. En égalant les seconds membres de ces égalités on 
trouve que &œh — BP, — b — a. Puisque tous les termes de la suite 
infiniment petite {&æ, — fP,} sont égaux à b — a, onab—a—=0 
en vertu du lemme 2.1. Donc b — a. 


Théorème 2.6. Une suite convergente est bornée. 

Démonstration. Soit {x,} une suite convergeant vers 
un nombre a. Soient par ailleurs e >> 0 un nombre arbitraire et 
N un entier tel que pou nr >N on a |rx, —al|<e. Alors 


[tr = (tn —a)+al<]z —al+tlal<lal+e 


pour tout n > NV. Soit À = max { [al +e, [zx |,1x |, ... 
[Zn l}. est évident que | x, | < À pour tout nr, ce qui 
exprime que la suite {x,} est bornée. 


Remarque. Une suite bornée peut ne pas converger. Par exemple 
la suite — 1,1, — 1, ..., (— 1)", . . . est visiblement bornée, 
mais pas convergente. Prouvons-le. Supposons que cette suite 
tend vers un nombre a. Pour & = 1/2 il existerait alors un en- 
tier V tel que pour nr > N on aurait |x, — a| < 1/2. Puisque zx, 
prend alternativement les valeurs 1 et — 1, on aurait | 1 — a | << 
< 1/2 et |(— 1) — a | L 1/2. En se servant de ces inégalités 
on obtiendrait 


2=|1—-a+a—-(—1)<]1—-al+la—-(—-1)1< 
<< 1/2 + 1/2 = 1, 


c'est-à-dire que 2 << 1. Cette contradiction prouve la divergence 
de la suite {( — 1)"}. 


Théorème 2.7. La somme (resp. la différence) de deux suites con- 
vergentes {x,} et {y,} est une suite convergente dont la limite est 
égale à la somme (resp. la différence) des limites de {x,} et {yh}. 

Démonstration. Soient a et b les limites respectives 
des suites {z,} et {y,}. D'après la formule (3) on a alors 


Tn = + An Yn = db +, 
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où {a,} et {f,} sont des suites infiniment petites. Donc 
(Zn + Yn) — (a + b) = Gn + Pa. 


La suite {&, + B,} est infiniment petite d'après le théorème 
2.2. Donc il en est de même de la suite {(x, + y,) — (a + b)} 
et la suite {xz, + y,} converge vers a + b. 


Théorème 2.8. Le produit de deux suites convergentes {x,} et 
{Yn} est une suite convergente dont la limite est égale au produit des 
limites de {x,} et {y}. 

Démonstration. Soient a et b les limites respectives 
des suites {z,} et {y,}. D'après la formule (3) 


Tn = A + An; Yn = d + Ph, 
où {a«,} et {B,} sont des suites infiniment petites. Donc 
Tnÿn — db = af, + ban + ann. 


La suite {af, + ba, + «,f,} est infiniment petite en vertu des 
théorèmes 2.2 à 2.4. Donc il en est de méme de la suite{x,y, — ab} 
et la suite {x,y,} converge vers le nombre ab. 1 


Théorème 2.9. Le quotient de deux suites convergentes {x,} et 
{y} sous réserve que la limite de {y,} soit différente de O *) est une 
suite convergente dont la limite est égale au quotient des limites des 


suites {x,} et {y}. 
Démonstration. Soient a et b (b = 0) les limites res- 
pectives des suites {xr,} et {y,}. D'après la formule (3), 


Tn = CE F An: Yn = 0 + Pa, 
où {æ,} et {B,} sont des suites infiniment petites. Donc 


CT CCS SE PROS 


Un bd byn byn Un 
La suite {an—+Br} est infiniment petite d’après les proprié- 


tés des suites infiniment petites. Montrons que {—} est une 
n 


: P : l : 
suite bornée. Puisque :y, —- b lorsque #7 — oo, pour €e- LL il 


existe un entier V tel que ñn>N on aura |y, —b]| << |b]|/2. 
Donc 


Wnl=1b—@—y)1>1— I —b> 11H LL, 


*) D'après la condition lim y, # 0, les termes y, seront non nuls 


n—00 
à PU d'un certain rang W, donc le quotient {z,,/y, } a un sens pour r >- 
> N\. 
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c'est-à-dire que |[y,|>1b|/2 et par suite << pour 
tout nr > NV. Ceci exprime que la suite {=} est bornée. 

La suite {2 (an—+Br)} est infiniment petite d’après 
le théorème 2.4. Donc il en est de même de la suite m5) 


et la suite {=} converge vers +. D 
n 

Les théorèmes prouvés dans ce numéro revêtent une grande 
signification non seulement théorique mais aussi pratique. 

Mais malgré leur simplicité ils constituent souvent une pierre 
d’achoppement pour de nombreux débutants. Une attention toute 
particulière doit être portée au fait que l’application de ces théo- 
rèmes implique l'existence de limites finies. L’oubli de ce fait 
nous conduit aux erreurs suivantes. 


Soit la suite on D'une part, lim ?’ Hi lim (5+1 )= 
7100 ñn-r00 
= lim5+ lim +=5+0— 9, de l’autre 
| Sn +1 Jim (5n +1) 
es CR Tin __æm 
D'où 5=—1!? 
Soit la suite {1}. D'une part, lim1—1, de l'autre, 1— 
—(n+1)—n et 
pote nee t)ne in (re) lim — 00 = (. 
D'où 1—=0!? 
Soit enfin la suite {— _- }- D’ — == 
= lim (1 — +) = Re de l’autre, 
n — @ n n 00 n—+00 n 
ET = lim(r—1). lim À = 00.0 = 0. 


n 00 n — 00 n—-00 
D'où O0 = 1 !? 
La même erreur a été commise dans les trois cas: les 

formules 

lim(z, —yn) = lim zx, — limy,, 

71— 00 no n — 00 

lim zn 
Tn n—0c 


Lin = = ————— ; limz, y, = lim x, - lim y, 


ni — 00 nn 
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ont été appliquées à des suites {z,} ou {y,} ne possédant pas de li- 
mite finie. L'écriture lim x, = © traduit le fait que les termes de 


ri —+00 
la suite {x,} croissent indéfiniment en valeur absolue. Donc on 
ne peut manipuler le symbole œ comme un nombre ordinaire. 
En particulier, on ne peut écrire 


© 
© — co —{0 ou — = 1 ou encore æo-0 —0. 


Passons maintenant à des exemples plus caractéristiques. 
n° +n+1 


Exemple 1. Calculer Lin = — 


n +00 


Solution. Le théorème de la limite d'un quotient ne passe 
pas directement ici, puisque le numérateur et le dénominateur ont 
des limites infinies. Mais si l’on transforme cette suite en divisant 
le numérateur et le dénominateur par n°, on peut appliquer les 
théorèmes de la limite d’un quotient et d’une somme. On trouve 


lim (2+1/n+1/n°) 


: 2n? +Ln+1 2<+A/n+1/n? __ NH—% ee 
un 3n°—1 on Sn mt 
SR Gt 2 
F7 lim 3— lim (1/n°) Ti iQ 4 
7t — © 71 — O0 
Exemple 2. Calculer lim | hs + =) 
PIE ES or n J° 
Solution. Considérons d’abord la suite { " }- Comme 
n +1 


dans l’exemple précédent, transformons cette suite en divisant le 
numérateur et le dénominateur par r et appliquons ensuite le théo- 
rème de la limite d’un quotient et d'une somme. Nous obtenons: 


lim 5 


: on 5 71 —æ 00 5 
lin ——— — Jim = —————— — =, 
1 0 
nec T1 1708 FRS lim 1+ lim — E 
n n—00 7100 


La suite eZ | peut être traitée comme le produit de la 
suite bornée {sin n} (puisque [sinn|<1) par la suite infiniment 
petite {=}. D’après le théorème 2.4 c'est une suite infini- 
ment petite qui a zéro pour limite. En définitive, 


: 9 i : 
lin (Er +) = lim Gi + lim (sinn.à) 254025 
— 3 
Exemple 3. Calculer dim ET TT 


3—01561 
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Solution. On a 


3 
; = 

lim = = Jim — = 0, 
11 — O0 , 1 n — 0 PL 
n 


puisque pour 7 —+ oo la suite {2—£} est bornée (prouvez-le!), 


la suite {n ++ est infiniment grande (prouvez-le !) et d’après 


le théorème 2.1 la suite : r\est infiniment petite. Donc 
nt 
en vertu du théorème 2.4 


n—+00 —— 
n+ = 
._ 2n3+4 
4 me 
Exemple 4. Calculer Jim RTS : 
Solution. On a 
4 
.__ 2n$+4 _ ;. ns . 
a 
n ns 


LA 
en effet, puisque pour nz—>oo la suite {z,}— {2 + +} est 
bornée (z, —> 2), la suite {y,}=— {2+—<) est infiniment petite 


(prouvez-le!) et lim <= — lim RES = 0 (=—-+) d’après le 


no ‘n n—+00 


3 
théorème 2.4, la suite { = TE est infiniment grande en vertu 
du théorème 2.1 et sa limite est égale à oo. 
1+2+3+...+n 


Exemple 5. Calculer lim 22 


7! — O0 
Solution. Puisque le numérateur est la somme des ter- 
mes d’une progression arithmétique de raison d = 1, somme qui 


est égale à or on a 
| 19 
lim RU PS À nm. 
hi —+00 ne no ‘ 
+7 
_ n+ < n 1+0 1 
—= lim Ont — lim 2 DES SEE 5 
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a 
Exemple 6. Calculer RNA GE 


ni — 00 = —— PPRErr 
Hart += 
Solution. Au numérateur et au dénominateur on reconnaît 
des progressions géométriques de raison q = 1/2 et q = 1/3 res- 
pectivement. La somme des termes de ces progressions étant égale 
L 1 — q(r+1) 
Sr er. 


dt + + 


on a 


ee D 
ne A. + 


Exemple 7. Calculer lim + de +) 5 


n +00 


Solution. On a 


| 1 1 1 
lim +55 + LE TC ET ]= 


ni — 00 


nl 2—1 3—2 n+i—n 7 
= Lio|<-+$ +... + ]= 


n — 00 
à 1 1 1 1 { 1 I 
ne [+++ ++ 
1 1 é 1 
ji nr oc ir: à le 
: n ; 1 Î 
net de de TU 
1+— 
; ni 3n° 
Exemple 8. Calculer ou sr : 
Solution. Le théorème de la limite d'une différence ne 
3 
peut étre appliqué, puisque lim = = 0 (prouvez-le!) et 
n— 00 ' 
Jim LR — oo (prouvez-le!). Transformons donc l’expression 


figurant sous le signe lim en la ramenant au même dénomina- 


teur et on simplifiant par n°. En appliquant ensuite les théorèmes 
de la limite d’un quotient, d'un produit et d’une différence, on 


KL 
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trouve : 
: n3 3n° 
lim +1 nt) 
3 
DS RE 
rire ‘À 11 (1+0)(3+0) 3° 
(147) (8+-) 


3. Passage à la limite dans les inégalités. 


Théorème 2.10. Si à partir d'un certain rang (n > N) les termes 
d'une suile {x,} convergeant vers a sont tels que x, > b (resp. 
Zn < bd), alors a > b (resp. a b). 

Démonstration. Supposons qu'à partir d'un certain 
rang (7 > NV) tous les termes zx, vérifient l'inégalité x, > b. On 
demande de prouver que a => b. Supposons par absurde que a << 
< b. 
La suite {r, } convergeant vers a, pour € — b — ail existerait 
un entier Ÿ tel que pour x > Ÿ on aurait |z, — a | << b — a. 
Cette inégalité équivaut à la double inégalité: — (b — a) < 
Th —a<b—a, d'où il résulte que x, <b pou nr > NN, 
ce qui est contraire à l'hypothèse. Donc a > b. Le cas x, < b 
se traite de façon analogue. 


Corollaire 1. Si à partir d'un certain rang (n > N) les termes 
de suites convergentes {x,} et {y,} sont tels que x: < yn, alors 
lim z,< lim y,. 
n—+00 n 00 

En effet, à partir d'un certain rang (nr > N) les termes de la sui- 
te {ÿYn — rA} sont positifs, donc la limite de cette suite l’est aus- 
si: lim (y, —zx,) = lim y, — lim z,>0. D'où il s'ensuit que 

ni — 00 nn +00 Ti — 00 
lim z,< lim y,. 

n +00 fn —00 

Corollaire 2. Si les termes d'une suite convergente {x,} appartien- 
nent tous à un intervalle {a, b], il en sera de même de la limite de cet- 
le suite. 

En effet, puisque a x, < b, on a a c< b. 


Le théorème suivant joue un rôle important dans les applica- 
tions. 


Théorème 2.11. Soient données trois suites {r,}, {y} et 
{zh} telles que x, << Yn L Zn pour tout n et supposons que {x,} 
et {z,} admettent la même limite a. La suite {y,} admet aussi a pour 
limite. 

Démonstration. Considérons un e > 0 arbitraire. 
Pour cet € on peut exhiber un entier V, tel que |z, —al<Ee 
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pour n > N;,, c'est-à-dire que 
a—E<t, <a+es. (4) 


Pour le même € on peut trouver un entier V, tel que |z, — 
— a | << e pour r > N,, c'est-à-dire que 


Ga — EL La +E. (9) 


Soit N — max {W,, N,}. Les inégalités (4) et (5) seront alors si- 
multanément vérifiées pour n > N. En combinant ces inégalités 
à la double inégalité de l'hypothèse, on trouve 


a — EL Ty LYn Lin Late pour n > NN. 
D'où 
a —E<Yyn L<a+eouly, —al<e pour nr > NN. 


Ce qui exprime que la suite {y,} admet a pour limite. D 


$ 3. Suites monotones 


1. Définition et critère de convergence des suites monotones. 

Définition. Une suite f{r,} est dite siriclement croissante 
Si Tn <'Tn+3 croissante si Ty LTn+:1; strictement décroissante 
Si Th > LTn+13 décroissante Si Zn > LTn+i- 

Toutes ces suites sont dites monotones. Les suites strictement 
croissantes et strictement décroissantes s'appellent strictement mo- 
notones. 

Voyons des exemples de suites monotones. 


4. La suite 1, 1/2, 1/3, ..., Â/n, . . . est strictement décrois- 
sante et bornée. 
2. La suite 1, 1, 4/2, 1/2, 1/3, ..., 1/n, 1/n, . . . est décrois- 


sante et bornée. 
3. La suite 1, 2, 3, ..., n, ..., est strictement croissante et 


illimitée. 


4. La suite 1, 1, 2, 2,3, 3,...,n,n,... est croissante et 
illimitée. 
5. La suite 1/2, 2/3, 3/4,..., n'(n—+1),... est une suite stric- 


tement croissante et bornée. 

Signalons que les suites monotones sont bornées au moins d’un 
côté: les suites croissantes, inférieurement (x, > zx;), les suites 
décroissantes, supérieurement (x, < z,). Il s'avère que si une suite 
monotone est bornée (inférieurement et supérieurement), elle con- 
verge. Les suites non monotones ne jouissent pas de cette pro- 
priété. Par exemple, la suite non monotone {(—1)"} est bornée, 
mais non convergente (cf. remarque suivant le théorème 2.6). 

On a le théorème fondamental suivant relativement aux suites 
monotones. 
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Théorème 2.12. Une suile monotone bornée converge. 

Démonstration. Traitons le cas d une suite croissante. 

Par hypothèse. zx, < x, +, et x, < M pour tout ». Considérons 
l’ensemble numérique X formé par les termes de cette suite. Cet 
ensemble est par hypothèse borné supérieurement et non vide. 
Donc il possède une borne supérieure d’après le théorème 1.1. 
Désignons cette borne par a et prouvons qu'elle est la limite de la 
suite {zh}. 

Le nombre a étant la borne supérieure de l’ensemble des ter- 
mes de {z,}, d'après la propriété de la borne supérieure pour tout 
e >> 0 on peut exhiber un entier tel que x, > a — €. La suite 
{Zn} étant croissante, on a x, >> a — € pour n > N. Par ailleurs, 
TnLa<La+e par définition d'un majorant, c'est-à-dire que 
|z, —al<e pour nr > \N. Ce qui exprime que aest la limite de 
Ja suite {x, }. 

Le cas d’une suite décroissante se traite de façon analogue. M 


Remarque. Pour qu'une suite monotone soit bornée, il est né- 
cessaire et suffisant qu'elle soit convergente. 

En effet, si une suite monotone est bornée, elle converge en ver- 
tu du théorème 2.12: si une suite monotone converge, elle est 
bornée en vertu du théorème 2.6. 


2. Le nombre e. Considérons la suite {x,} de terme général 


TA — (1++)": 
+1), (1++)". ne (= ee 


Montrons qu'elle converge. Pour cela il suffit de prouver que la 
suite {r,} est strictement croissante et majorée. En appliquant 
la formule du binôme de Newton *) (chap. VI, $ 3, n° 4, formule 
(10)). on obtient 


1 n(n—1) ‘1 (n—1)(n—2) 1 
Len + 


n° n3 


n(n—1)(n—2) ... [n—(n—1)] 1 


n ! nn ° 


Su 


Mettons cette expression sous la forme suivante : 


mme (=) (4) (1-2 
HS. 0 


*) Newton Isaac (1642-1727), célèbre mathématicien, physicien, méca- 
nicien et astronome anglais. 


1 
El 
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De façon analogue : 
edit) (ie) (+ 
{ 


+ 


On remarquera maintenant que (1 — +} < (1 — 


k 
ee pour 
O<k< n. Donc chaque terme de l'expression de x, +, est stric- 
tement supérieur au terme homologue de l'expression de x, 
et en outre x, +, contient un terme strictement positif de plus que 
Zn. Donc z, < Th+1, Ce qui exprime que la suite x, est stricte- 
ment croissante. 

Pour prouver qu'elle est majorée on remarquera que chaque pa- 
renthèse de l'expression (1) est strictement inférieure à 1. Comme 
1 


1 
A < Sri pou z >2,ona 


RE 1 1 1 1 
In < Por an dr de Den ee Lo os A0 once 


La formule de la somme d'une progression géométrique nous con- 
duit à l'inégalité 


ra A+ = 3 


1 
11 “9 — nr Cd. 


Re ? s 14 \n . 
On a ainsi prouvé que la suite { (1 <- —) est strictement 
croissante et majorée. D'après le théorème 2.12 elle admet une 
limite qui est désignée par la lettre e. Par définition donc 

e—= lim (1 + +)". 
n 90 n 

Signalons que le nombre e joue un grand rôle en mathémati- 
ques. Îlest pris en particulier pour base des logarithmes népériens. 
Dans ce paragraphe on ne donne que la définition de e. Dans la 
suite on étudiera une méthode de calcul de e avec n'importe quelle 
précision. 

Remarquons seulement qu'étant donné que x, << 3 et que 
2 € z, (cf. formule (1)), on en déduit que 2< e< 3. On démontre 
que e est irrationnel. 

Prouvons un théorème qui sera souvent utilisé pour la démons- 
tration d’autres théorèmes. 


$ 4. Théorème des segments emboîtés 


Soit donnée une suite de segments [a;, b,l, [a., b.l, ... 
... (an, bhl, ... telle que fa,.b,l = [a,, bl = ... 
... D [a,, b,l = ..., c'est-à-dire que 


A; L'An+1 <br LD, pour tout n. (1) 
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et supposons que lim (b, — a,) — 0. Cette suite s'appelle suite 


fn —0cœ 


de segments emboités. 


Théorème 2.13. Jl existe un seul point intérieur à tous les seg- 
ments d'une suile de segments emboîtés. 

Démonstration. De ({) il s'ensuit que les extrémités 
gauches des segments forment une suite croissante 


BK dd... Lan LEnHK e..) (2) 
les extrémités droites, une suite décroissante 
b,>0b,2> b,>...2>01>brn>... (3) 


De plus la suite (2) est majorée et la suite (3), minorée, puisque 
an < b, et b, > a, pour tout n. Ces suites admettent donc des li- 
mites d’après le théorème 2.12. Soient lim a, = c’ et 


n—+00 

Jim b, — c”. De la condition 
no 

lim (b, —a,) = lim b, — lim a, = c” — c = 

n 0 n—+0 n—0 
il s'ensuit que c = c”. c'est-à-dire que les suites {a,} et {b,} 
tendent vers la même limite. En désignant cette limite par c, on 
a la double inégalité a, << c< b, pour tout n, autrement dit le 
point cest intérieur à tous les segments de la suite (1). 

Prouvons maintenant que ce point est unique. Supposons qu'il 
existe un autre point c,  c intérieur à tous les segments de la 
suite (1). Pour tout n on doit avoir b, —a, > |c;, —c| et par 
suite lim (b, —a,)>la —c|-#0, ce qui est contraire à l’hy- 


ne 
pothèse. 
Remarque. Ce théorème est parfois mis en défaut si l’on rem- 
place les segments par des intervalles ouverts. Ainsi les intervalles 


0, 1 [= ]0,1/21= ]0,1/41= ...-—1]0,1/2"[=... (4) 


ne possèdent pas de point qui leur soit commun à tous. En effet, 
quel que soit le point c pris sur l'intervalle ]0, 1[, il existe toujours 
un entier NV tel que pour n > N l'on a 1/2" < c. Donc le point c 
ne sera pas contenu dans l'intervalle JO, 1/2"*'[ et dans les sui- 
vants. 

Pour la suite de l'exposé nous aurons besoin de certaines no- 
tions de géométrie analytique. Ces notions feront l’objet du chapi- 
tre III. 


CHAPITRE lil 


GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE DANS LE PLAN 


La géométrie analytique est le domaine des mathématiques qui 
étudie les êtres géométriques par les méthodes algébriques. Le 
mathématicien français René Descartes a mis au point au XVIIe 
siècle la méthode des coordonnées qui est un important outil de 
géométrie analytique. 

La méthode des coordonnées repose sur la notion de système de 
coordonnées. Nous étudierons les systèmes de coordonnées rectan- 
gulaires (ou cartésiennes) et polaires. 


$ 1. Système de coordonnées rectangulaires 


Deux axes Oz et Oy perpendiculaires se coupant en © et munis 
d'une même échelle (fig. 8) forment un système de coordonnées 
rectangulaires dans le plan. 

Les axes Ox et Oy s'appellent axes de coordonnées; Ox est l'axe 
des abscisses ; Oy, l'axe des ordonnées. Le plan contenant les axes Ox 
et Oy s'appelle plan de coordon- 
nées et se note Oxy. 

Soit M un point quelconque 
du plan. Abaissons les perpen- 
diculaires MA et MB sur les 
axes Ox et Oy. 

On appellera coordonnées rec- 
tangulaires x et y du point M 
les mesures algébriques respecti- 


ves OA et OB : x — OA, y = OB. 
Les coordonnées x et y du Fig. 8 

point sont respectivement son 

abscisse et son ordonnée. Le fait que 7 admet x et y pour coordon- 

nées se note M (x; y). À signaler que la première coordonnée est 

l’abscisse et la deuxième, l’ordonnée. L'origine des coordonnées 

a pour coordonnées (0; 0). 
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Donc dans le système de coordonnées choisi, à chaque point 

M du plan est associé un seul couple de nombres (zx; y) *): ses coor- 

données rectangulaires et, réciproquement, à chaque couple de 

nombres (zx ; y) est associé un et un seul point M du plan Oxy d'ab- 
scisse x et d'ordonnée y. 


y Ainsi l'introduction d'un sys- 
Il ! tème de coordonnées rectangulai- 
x<0,y>0|x>0,y>0 res dans le plan permet d établir 


une correspondance  bijective 
entre l'ensemble des points du 
plan et l'ensemble de tous les 
couples de nombres, d'où la pos- 
sibilité d'appliquer les méthodes 
algébriques à la résolution des 
Fig. 9 problèmes de géométrie. . 

Les axes de coordonnées divi- 

sent le plan en quatre parties ap- 

pelées quadrants ou angles de coordonnées. Sur la figure 9 ces qua- 
drants sont numérotés avec les chiffres romains I, 11, III, IV. 


$ 2. Problèmes élémentaires 
de géométrie analytique dans le plan 


1. Distance de deux points. 
Théorème 3.1. La distance d de deux points quelconques 
Mi (M: y) et M:(x:; y2) du. plan est donnée par la formule 


d=— V2) +Ge—y). (1) 
Démonstration. Abais- 

sons à partir des points M, 

et M, les perpendiculaires Nf,B 

et À/Z,A respectivement sur les 

axes Oy et Ox et désignons par 

Æ le point d'’intersection de A,B 109 

et Af,A4 (fig. 10). Le point K Mix: y) 

a pour coordonnées (x, ; y,), donc 

(cf. chap. I, $ 3) 


MK = |2, — x, |: Fig. 10 
MK = [lys —yl. 


Le triangle M,M,K étant rectangle, on a d’après le théorème de 
Pythagore 


d= V (MK) + (MK}° a V2) + (ye— y)". M 


M: 02: Y2) 


*) Nous avons affaire ici à un couple ordonné. Si z -£ y, les couples 
(z; y) et (y; zx) sont distincts. 
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2. Aire d’un triangle. 

Théorème 3.2. L'aire s du triangle ABC formé par trois points 
A (x; y1), B (ts; Ya) et C (xZ3: Y3) non alignés est donnée par la for- 
mule 


1 
S—s (re — 20) (ya — ya) — (rs — 25) Ye — y)Il. (2) 
Démonstration. L’aire du triangle ABC de la fi- 
gure 11 est égale à 
SABC — SADEC + $SBCEF — SABFD» (3) 


Où Supecr Sgcer €etSagrp Sont les aires des trapèzes ADEC, 
BCEF et ABFD respectivement. Comme 


F SDE RCE = 2) Got, 


2 
Sacer = EF EÈBE … Ces) Ge tu) 
sasrp= DEF ÉERE = Cet) gitu), 


on obtient 


DE +2) (ya + ya) + (fo — T3) (Ye + y) + (ts — 25) Ya + y)}l; 


d'où l’on déduit la formule (2). La formule (2) se prouve de façon 
analogue pour toute autre disposition du triangle ABC. 


Fig. 11 Fig. 12 


Exemple. Soient donnés les points À (1;1), B (6; 4), C (8; 2). 
On demande de calculer l’aire du triangle À BC. 
D'après la formule (2): 


= |[(6—1)(2—1)—(8—1)(4—1)1 = 5 11 — 1611 = 8. 
3. Division d’un segment orienté dans un rapport donné. Soit 


donné dans le plan un segment orienté quelconque MM, et soit 
M un point de M,Af, distinct de A7, (fig. 12). 
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Le nombre relatif À défini par 


MM 
Ài=——— , 4 
MM: (4) 


s’appelle rapport algébrique dans lequel le point M divise le seg- 


ment M,M:. 

Diviser un segment dans un rapport donné À revient à détermi- 
ner les coordonnées du point M en fonction de À et des coordonnées 
des points M, et M. 

La solution de ce problème est donnée par le théorème suivant. 


Théorème 3.3. Si un point M (x; y) divise un segment M,M, 
dans un rapport À = 1, ses coordonnées sont définies par les formules 


Âts—-r . À Ye — y: (5) 


Fed UT rt : 


où (z1; Yi) et (2; y) sont les coordonnées respectives des points M; 
el M. 

Démonstration. Supposons que la droite M,M, nest 
pas perpendiculaire à l'axe Or. Soient P,, P et P, les projetés res- 
pectifs des points AJ,, M et M, sur l'axe Ox (fig. 12). D'après le 
théorème de Thales 

PP _ HI, _,. 


PP: MM: 


Àto— 2x1 


or PP,=x,—x, PP,=x,—zx. Donc == X, d'où =. 
D - Ts — ZT À—1 


Si la droite M,4/, est perpendiculaire à Ox, on a zx, = x, = x 
et cette formule est également vraie. La deuxième formule (5) 
s'établit de façon analogue. 


Corollaire. Si M (x. y) est le milieu du segment MM, alors 
— — À et les formules (5) nous donnent 


___ +2 _ Yi +yYs 
RS Er 

Donc chaque coordonnée du milieu d'un segment est égale à la 

demi-somme des coordonnées respectives des extrémités de ce seg- 

ment. 


Exemple. Soient donnés les points A7, (1; EUR et M, (1; 4). 


Trouver le point M (zx; y) qui divise le segment M, NA dans le rap- 


port À — — 1/2. 
Solution. En appliquant les formules (5) on trouve que les 


coordonnées de A sont: x — 3, y — 2. 
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$ 3. Coordonnées polaires 


Le plus important apres le système de coordonnées rectangulai- 
res est le système de coordonnées polaires. Ce système est composé 
d'un point O, appelé pôle, et d’un axe OE issu de O, appelé axe 
polaire. On donne de plus une échelle pour mesurer la longueur 
des segments. 

Soit donné un système de coordonnées polaires et soit M un 
point quelconque du plan. Soit p la distance de M à O; œ l'angle 


— —+ 
{(0E, OM) (fig. 13). 
On appelle coordonnées polaires du point AM les nombres p et . 


Le nombre p qui est la première coordonnée s'appelle rayon polai- 
re, le nombre œ, la seconde coordonnée, angle polaire. 


Fig. 13 Fig. 14 


Le point A de coordonnées polaires p et @ se note: M{(p; ). 
Il est évident que le rayon polaire peut prendre toute valeur posi- 
tive: p E[0, + of. On admet généralement que l'angle polaire 
varie dans l'intervalle [0, 2x]. Mais on est souvent amené à envi- 
sager des angles supérieurs à 21 ainsi que des angles négatifs. 

Etablissons un lien entre les coordonnées polaires d'un point 
et ses coordonnées rectangulaires. On admettra que l'origine 
du système de coordonnées rectangulaires est confondue avec le 
pôle, et l’axe des abscisses, avec l'axe polaire. Supposons que le 
point M (fig. 14) admet x et y pour coordonnées rectangulaires et 
p et ç pour coordonnées polaires. Il est évident que 


ZI = P COS P, y = psin F. (1) 
Les formules (1) expriment les coordonnées rectangulaires en fonc- 
tion des coordonnées polaires. Les expressions des coordonnées po- 


laires en fonction des coordonnées rectangulaires découlent des 
formules (1): 


p=Vr+y, tep=y/x. (2) 
À noter que la formule tg @ = y/xr nous donne deux valeurs de 


l’angle polaire y, puisque œq varie entre O0 et 2x. De ces deux va- 
leurs de y on retient celle qui satisfait (1). 
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Exemple. Trouver les coordonnées polaires du point de coordon- 
nées rectangulaires (2; 2) sachant que l’origine est confondue avec 
le pôle et l’axe des abscisses, avec l'axe polaire. 

Solution. Les formules (2) nous donnent 


p=2V2, tep=1. 


De la deuxième égalité il résulte que @ = 11/4 ou @ = 51/4. Mais 
puisque x = 2>0et y = 2 > 0, il faut retenir q = 11/4. 


$ 4. Changement des coordonnées rectangulaires 


Dans de nombreux problèmes de géométrie analytique on est 
amené à introduire deux systèmes de coordonnées rectangulaires. 
Il est évident que les coordonnées des points et les équations des 
courbes varient d’un système à l’autre. Le problème qui se pose 
est d'exprimer les coordonnées d'un point par rapport à un systè- 
me en fonction des coordonnées de ce même point par rapport à 
l’autre système. Les formules de changement des coordonnées 
nous permettent de résoudre ce problème. 

Considérons deux types de transformations des coordonnées 
rectangulaires : 

1) translation des axes de coordonnés: l’origine des coordonnées 
varie mais la direction des axes reste fixe; 

2) rotation des axes de coordonnées: les deux axes tournent d’un 
même angle dans le même sens mais l'origine des coordonnées res- 
te fixe. 


1. Translation des axes. Supposons qu’un point M du plan 
a pour coordonnées (zx; y) dans un système Oxy. Déplaçons l'origi- 
ne des coordonnées en 0” (a; b), où a et b sont les coordonnées de 
la nouvelle origine dans l’ancien système Ory. Prenons les nou- 
veaux axes de coordonnées O’x" et O'y’ de mème sens que les an- 
ciens. Désignons par (x’ ; y’) les nouvelles coordonnées de / dans le 
système O'x'y". Etablissons une relation entre les nouvelles et les 
anciennes coordonnées de M. Projetons le point M sur les axes 
O'x', O'y' et Ox, Oy et le point O” sur les axes Ox et Oy. Soient 
M>, My, Mx, M, Ok et O, les projetés respectifs de ces points 
(fig. 15). La relation de Chasles (chap. I; $ 3) nous donne 


zx = OM, = O0Z + OM, — O0j + OM = a +7z, 
y = OM,, = 00, + O;M, = 00; + O'M,; = b + y'. 
Ainsi | 


z=z+ay—=y +b (1) 
ou 
z'=rz— ay = y — b. (2) 


Ce que nous voulions. 
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2. Rotation des axes de coordonnées. Soit Ox'y’ le système 
de coordonnées obtenu par une rotation du système Oxy d'un an- 
gle & autour de O (fig. 16). 

Supposons qu’un point À/ a (x; y) pour coordonnées dans l’an- 
cien système Ozxy et (x’ ; y’) pour coordonnées dans le nouveau sys- 
tème Ozx'y'. Etablissons une relation entre les anciennes et les 


Fig. 15 


nouvelles coordonnées du point M. A cet effet, appelons (p; 6) et 
(p ; 0’) les coordonnées polaires du point 47 dans les systèmes de 
pôle O et d'axes polaires Ox et Ox’ respectivement. Il est évident 
que dans chaque cas p = OM et 6—0" + &. Par ailleurs, d’après 
les formules (1) du $ 3, 
z = pcos 6, y = psin 0 
et par analogie 
zx = p cos 0”, y” = psin 6. 
Donc 
z = p cos 0 = p cos (0” + &) = p (cos 0’cos « — 
— sin 0” sin &) = p cos 0° cos « — 
— psin0’sina =" cosa—y'sina; 
y = psin 0 = p sin (0° + &) = p (cos 0” sin «& + 
+ sin 0” cos &) = p cos 0” sin & + 
+ p sin 0” cos &« = zx’ sin & + y’ cos «. 
Ainsi 
z=1" cos a—y' sin, 
y—=4x" Sina+y cos «. (8) 


En exprimant zx’ et y’ en fonction de x et y, on obtient 
T'=ICOS + ysin &, 
y = —zxsinaæ+ysin «. 


Exemple. Déterminer les coordonnées du point M (3; 5) dans 
un nouveau système de coordonnées O'x’y" d'origine O° ( — 2; 1) 


«= 


et d’axes parallèles à ceux de l'ancien système Oxy. 
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Solution. La formule (2) nous donne 
r=i+2—=9,; y =95 —1—-4, 


c'est-à-dire que les nouvelles coordonnées du point M sont (5; 4). 


$ 5. Equation d’une courbe dans le plan 


Soit une relation de la forme 
F(z;y)=0 (1) 


entre les variables x et y. La relation (1) sera appelée équation à deux 
variables z et y si elle n’est vérifiée que pour certains couples 
(zx; y). 

Exemples: 2x + 3y = 0, x° + y* — 25 = O0, sin x + sin y — 
— 1 = 0. 

Si la relation (1) est valable pour tous les couples (x; y) on l'ap- 
pelle identité. Exemples: 
x + y} — 2 — 2zry — y = 0, (x +y)(z—y)—r + y = 0. 

La notion d'équation d'une courbe est très importante en géo- 
métrie analytique. Soit une courbe L dans un plan rapporté à un 
système de coordonnées rectan- 
gulaires (fig. 17). 


Définition. L'équation (1) 
_s'appelle équation d'une courbe L 
(dans un système de coordonnées 
donné) si elle est satisfaite par 
les coordonnées zx et y de tous les 
points de L et de ces points seule- 
ment. 


Fig. 17 De cette définition il résulte 

que la courbe L est l’ensemble de 

tous les points du plan dont les coordonnées vérifient l'équation 
(1). On dira que l'équation (1) définit la courbe L. 

La notion d’équation d’une courbe permet de résoudre les 
problèmes de géométrie par les méthodes algébriques. Par exemple, 
la recherche du point d'’intersection des deux courbes d'équa- 
tions z + y — O et x° + y* — À se ramène à la résolution d'un 
système de deux équations qui est un problème d'algèbre. 

Une courbe L peut être définie par une équation de la forme 


F (p; ) = 0, 


où (op; œ) sont les coordonnées polaires du point courant. 
Considérons des exemples d'équations de courbes. 
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1) x — y = 0. Cette équation s’écrit encore y = x. Elle est vé- 
rifiée par les coordonnées des points situés sur la bissectrice des 
quadrants I et [II (fig. 18). 

2) 2° — y* — 0. Cette équation s'écrit encore (x — y) (rx + 

+ y) = 0. L'ensemble des points dont les coordonnées vérifient 
cette équation est composé des bissectrices des quatre angles de 
coordonnées (fig. 19). 


y ÿ 
O 
x O ps 
Fig. 18 Fig. 19 


3) z° + y* — 0. L'ensemble des points dont les coordonnées 
satisfont cette équation est composé du seul point (0; 0). On dit 
que cette équation définit une courbe dégénérée. 

4) x? + y? + 1 — 0. Quels que soient x et y, on a toujours 
x + y +150. Donc cette équation n'est vérifiée par les co- 
ordonnées d’aucun point, en d’autres termes elle ne définit aucune 
figure géométrique dans le plan. 

9) p = a cos p, où a >0, pet 
w sont les coordonnées polaires 
du point courant M. Soit À le 
point de coordonnées polaires 
(a; 0) (fig. 20). Si p = a cos y, 


TN 
où O<p<r/2, l'angle OMA 
est droit et réciproquement. 
Donc l’ensemble des points dont 
les coordonnées polaires vérifient Fig. 20 
cette équation est le cercle de 
diamètre OA. 

6) p = ay, où a > 0, pet @ les coordonnées polaires du point 
courant M. Si q = 0, alors p = 0. Lorsque œ croît, le point AJ 
tourne autour du pôle O ens'’éloignant simultanément de lui. L'en- 
semble des points dont les coordonnées polaires satisfont l'équa- 
tion p — ao s'appelle spirale d'Archimède (fig. 21). On admet que 
p peut prendre toute valeur positive. | 

Lorsque M accomplit un tour complet autour de ©. l'angle 
q croît de 2 net p, de 2an, c'est-à-dire que la spirale découpe sur 


h—-01561 
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toute droite passant par le pôle des segments égaux (exception fai- 
te du segment contenant le pôle) de longueur 2ax. 
Dans les exemples ci-dessus on a étudié les propriétés d’une 
courbe d’après son équation et on a vu comment elle se présentait. 
Considérons maintenant le problème inverse: trouver l’équa- 
tion d'une courbe Z dont les points jouissent de propriétés données. 


Fig. 21 Fig. 22 


Exemple. Etablir l'équation des points situés à une distance 
constante R d'un point fixe C (&æ; B). En d'autres termes. trou- 
ver l'équation du cercle de rayon R et de centre C (&; B) (fig. 22). 

Solution. La distance entre un point quelconque 
M (x; y) et C (&; B) est donnée par la formule 


MC = V{z — a} + (y — BY. 


Si le point Af est situé sur lecercle, c'est que WC=— R ou 
MC®= R®, c'est-à-dire que les coordonnées de M vérifient l'équa- 


tion 
(x — a)° + (y — B}* — À. (2) 


Si le point M (zx; y) n'est pas sur le cercle, alors MC° = R°, c'est- 
à-dire que les coordonnées de M ne satisfont pas l'équation (2). 
Donc l’équation du cercle cherchée est de la forme (2). Si l’on pose 
a — Oet B—0 dans (2), on obtient l'équation du cercle de 
rayon À centré en O: 2° + y* = R*. 


$S 6. Courbes du premier ordre 


1. Equation d’une droite de coefficient directeur k. Soit donnée 
une droite L. Appelons angle de la droite L et de l’axe Ox l'angle 
a dont il faut faire pivoter l'axe Ox pour l'amener à coïncider avec 
L. L'angle a est défini à + nx, où n est un entier naturel. Le plus 
souvent pour angle & on prend le plus petit angle positif &« dont il 
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faut faire pivoter l'axe Ox (dans le sens contraire aux aiguilles 
d'une montre) pour le faire coïncider avec la droite L (fig. 23). 
Dans ce cas 0 & << 7. 

La tangente de l'angle de la droite L et de l’axe Oz s'appelle 
coefficient directeur ou pente de L et se désigne par la lettre &: 


k=tga. (1) 


De la formule (1) il résulte en particulier que si & = 0, c'est-à- 
dire si la droite L est parallèle à Ox, alors k = 0. Sia—= x/2, 
c'est-à-dire si la droite L est perpendiculaire à Ox, k = tga n'a 
pas de sens. On dit alors que la droite L est de pente infinie. 

Trouvons l'équation d’une droite dont on connaît la pente 
et l'ordonnée à l'origine b *) 
(fig. 23). 

Soit M (x, y) un point arbi- 
traire du plan. Si kÆ 0, letri- 
angle BNM engendré par les 
droites BN et MN parallèles aux 
axes de coordonnées est rectan- 
gle. Pour que le point M soit 
situé sur la droite. il est néces- 
saire et suffisant que 


Fig. 23 


oùNM=CM—-CN=CM—-0B=y—b,BN = 7x, donc une 
condition nécessaire et suffisante pour que le point M (x; y) soit 
situé sur la droite est que 


ns (2) 
Cette équation s'écrit encore 
y = kz + b. (3) 


L'équation (3) s'appelle équation d'une droite de coefficient direc- 
teur k. Si k — 0, cette droite est parallèle à Oz et son équation 
devient y — b. 

Ainsi toute droite non perpendiculaire à Or admet une équa- 
tion de la forme (3). La réciproque est visiblement vraie: toute 
équation de la forme (3) définit une droite de coefficient directeur 
k et d'ordonnée à l’origine b. 


Exemple. Construire la droite d’équation y = z + 2. 


Solution. Repérons sur l'axe Oy le point B d'ordonnée 2 
(fig. 24); traçons le segment BN de mesure algébrique BN = 4 


—} 
*) b est la mesure algébrique du segment orienté OB. 
A) 
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parallèle à Or puis le segment NM de mesure algébrique NM = 3 
parallèle à Oy. La droite BM est la droite cherchée. Son coefficient 


directeur est x =? et son ordonnée à l'origine b — 2. 

2. Equation d’une droite passant par un point donné et de 
coefficient directeur donné. On est souvent amené à former l’équa- 
tion d’une droite dont on connaît un point M, (x; ; y.) et le coef- 
ficient directeur #. Ecrivons l'équation de cette droite sous la 


M, (Xx2; Y2) 


M,(x:: Y:) 


Fig. 24 Fig. 25 


forme (3), où b est un nombre provisoirement inconnu. Le point 
M, étant situé sur la droite, ses coordonnées z, et y, vérifient l’équa- 
tion (3) : y, = kz;, + b. En tirant b de cette relation et en le por- 
tant dans l'équation (3), on obtient l'équation cherchée: 


y —Yy = k (x — x). (4) 


Remarque. Si la droite passant par le point M, (x, ; y.) est per- 
pendiculaire à l’axe Oz, c’est-à-dire si son coefficient directeur 
est infini, son équation est z — r, = 0. Formellement on peut dé- 
duire cette équation de (4) en divisant cette dernière par k et en 
faisant tendre À vers co. 


3. Equation d’une droite passant par deux points donnés. 
Soient donnés deux points M, (x, ; y,) et M, (x, ; y.) (fig. 25). Met- 
tons l’équation de la droite M,M, sous la forme (4), où #, le coef- 
ficient directeur, est provisoirement inconnu. Le point A7, étant 
sur la droite M,M;, ses coordonnées x, et y, satisfont l'équation 
(4): y —y = k(t:—H). En tirant À de cette équation (sous 
réserve que z, Æ x.) et en le portant dans (4), on trouve l’équa- 
tion cherchée : 


y (x — rh). 


Si y y, cette équation devient 
y—Y1 __ TT Ti (5) 


Y2— Yi Ta — T1 


$ 6] COURBES DU PREMIER ORDRE 53 
——_—_—_—…—…—…—…—…—…—…—…—…—…—…—…—…—_—… —_… —_… _…— _…— _—…— …—…—…——…—…—…—…——…—— 


Si y — ÿ2, l'équation de la droite cherchée est de la forme y — 
— y,. Elle est alors parallèle à l’axe Ox. Si x; = x,, la droite pas- 
sant par les points M, et M, est parallèle à l'axe Oy et son équa- 
tion est z = zx. 


Exemple. Former l'équation 
de la droite passant par les 
points M, (3; 1) et M, (5; 4). 

Solution. En portant 
les coordonnées des points M, et 
M, dans la relation (5), on ob- 
tient l’équation cherchée : 


z—3 y— 1 


2 4 


4. Angles de deux droites. Soi- 
ent deux droites L,et L, d'équa- Fig. 26 
tions respectives y = k,xz + b:, 
où À = tg a, et y = k,x + b,, où k, = tg æ. L'angle des 
droites L, et L, est l'ensemble {o, @ + x} (fig. 26). 

Les angles «;, «. et @ sont liés par la relation: & = & + 
OU @—= os — &. On a 


ou 3z— 2y—1—=0. 


gp=te(a—o)= je , 
ou 
— ka— ka 
tgp— 1Lkk ° G) 


Exemple. Trouver l'angle des droites d'équations y = 2x + 
+3 et y = — 3x + 2. 

Solution. Il est évident que k, = 2 et k, — — 3. Donc 
d'après la formule (6), 


te p = (— 3 — 2)/( + (— 3)-2) = — 5/ —5 = 1. 


L'un des angles est donc égal à x/4 et l’autre à x — 51/4 = 3x/4. 


5. Conditions de parallélisme et de perpendicularité de deux 
droites. Si les droites L, et L, sont parallèles, = 0 et tg q = 0. 
Le numérateur de la formule (6) est donc égal à 0: k, — k1 = 0 
d'où 

Ko — k:. 


Donc, pour que deux droites soient parallèles, il faut et il suffit que 
leurs coefficients directeurs soient égaux. 

Si les droites L, et L, sont perpendiculaires, c'est-à-dire si 
g = x/2, alors a — 1/2 + où, tg œ = tg (x/2 + œ) — 
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= — cotg à, — — 1/tg «,, en d’autres termes 
1 
ou encore 
kik = — e 


Donc, pour que deux droites soient perpendiculaires, il faut et il suf- 
fit que le produit de leurs coefficients directeurs soit égal à — 1. 

On peut obtenir la condition nécessaire à partir de la formule 
(6). En effet, si kka — — 1, le dénominateur de (6) est nul et 
tg @ — o, donc q = x/2. 


6. Equation générale de la droite. 
Théorème 3.4. Dans le plan rapporté à un syslème de coordonnées 
rectangulaires Oxy toute droite est définie par une équation du pre- 
mier degré 


Y Az +By+C—=0, (1) 


et réciproquement, toute équation 
(7) avec des coefficients À, B et C 
arbitraires (A et B sont non tous 

deux nuls) définit une droite. 
Démonstration. Prou- 
a vons la première proposition du 
O x théorème. Au n° { on a vu que si 
une droite n'est pas perpendicu- 
Fig. 27 laire à l'axe Or, son équation 
est y — kxz + b. On reconnaît ici 
une équation (7) dans laquelle À = k, B = — 1, et C = b. Si la 
droite est perpendiculaire à l’axe Ox, tous ses points ont la même 
abscisse a (fig. 27). L'équation de cette droite est x — a, c'est-à- 
dire est aussi une équation de la forme (7) avec À = 1, B=0et 
C = — a. Ce que nous voulions. Prouvons maintenant la réci- 
proque. Soit donnée une équation (7) avec des coefficients À et B 

non tous deux nuls. 
Si b ,:0, on peut mettre (7) sous la forme 


A C 
IT 8% 8: 
En posant À — — A/B et b — — C/B, on obtient l'équation 


y —= kx - b, c'est-à-dire une équation de la forme (3) qui définit 
une droite. 

Si B = 0. alors À Æ 0 et (7) devient x — — C/A. En dési- 
gnant — C'A par a, on obtient x = a, c'est-à-dire l'équation d'une 
droite perpendiculaire à l’axe Ox.l 


Les courbes définies dans un système de coordonnées rectangu- 
laires par une équation du premier degré s'appellent courbes du 
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premier ordre. Donc toute droite est une courbe du premier ordre 
et inversement, toute courbe du premier ordre est une droite. 

L'équation Az + By + C = 0 s'appelle équation générale de 
la droite. Elle contient tous les cas particuliers de “l'équation 
d'une droite. 


7. Equation incomplète du premier degré. Equation de la 
droite en fonction de ses coordonnées à l’origine. Considérons 
trois cas particuliers où l'équation Az + By + C = 0 est in- 
complète, c'est-à-dire que l’un 
des coefficients est nul. y 

1)C =0; l'équation Az + 
+ By —0 définit une droite pas- 
sant par l’origine des coordonnées. 


2) B=0 (40): l’équa- b 
tion Az + C — 0 définit une 
droite parallèle à l’axe Oy. On O x 


a montré dans le théorème 3.4 
que cette équation se ramène à la 
forme x —a où a— —C/A 
est l’abscisse à l’origine (cf. fig. 27). En particulier, si a = 0, 
la droite est confondue avec l’axe Oy. Donc l'équation x = 0 
définit l’axe des ordonnées. 

3) A = 0(B #0): l'équation By + C = 0 définit une droite 
parallèle à l’axe Ox. Ce fait s'établit comme dans le cas précé- 
dent. Si l’on pose — C/B — b, l'équation devient y — b, où b 
est l’ordonnée à l'origine (fig. 28). En particulier, si b = O0, 
la droite est confondue avec l’axe Ox. Donc l'équation y = 0 
définit l’axe des abscisses. 

Soit donnée maintenant l'équation Az + By + C — 0 avec 
des coefficients À, B et C non nuls. Mettons-la sous la forme 


Fig. 28 


—Ga + Ge 1 
En posant a = — C/A et b — — C/B, on obtient 
+ (8) 


L'équation (8) s'appelle équation de la droite en fonction des coordon- 
nées à l’origine. Les nombres a et b sont respectivement l’abscisse 
et l'ordonnée à l’origine. Cette forme d'écriture est commode pour 
la construction de la droite. 


Exemple. Soit la droite d’équation 33 — 5y + 15 = 0. Re- 
présenter cette équation en fonction des coordonnées à l’origine 
et construire cette droite. 
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Solution. L’équation de cette droite en fonction des coor- 
données à l'origine s'écrit 
E 4 


y _ 
mn HAE To 


Repérons sur l'axe Ox le point M, d’abscisse — 5 et sur l’axe Oy 
le point M, d'ordonnée 3 et tra- 
çons la droite M,M, (fig. 29). 


8. Position relative de deux 
droites. 
Soient L, et L, des droites 
d'équations 
| Aix + By + C = 0, 
Z5-4-3 -2 -1 OI x A:T + Bay + Ca = 0. 
Fig. 29 Traitons ces équations comme 
un système d'équations du pre- 
mier degré à deux inconnues x et y. La solution de ce système est 


__ B1Ca— Bo AC — AC 
"AB; A.B, ! 1" 4,B;— AB; * 


Supposons que 4,B;— A,B, = 0. Les formules ci-dessus nous 
donnent alors la solution du système (s'en assurer !). Ceci expri- 
me que les droites L, et L, se coupent au point de coordonnées 
z et y. 

Supposons maintenant que 4,B, — A4,B, = 0. Distinguons 
deux cas: 


{) AC — A,C: — (0 et BC: + BC; — 0. 
2) AoC1 — AC: Æ 0 (B1Ce — BC 0). 


Dans le cas 1) on a 4, = unA,, B, = nB:, Ca = uCiou 


où u = ( est une constante. Ceci exprime que les coefficients des 
équations sont proportionnels, donc que la deuxième équation est 
le produit de la première par u. Dans ce cas les droites L, et L, 
sont confondues, c’est-à-dire que ces équations représentent la mé- 
me droite. Il est évident que le système admet une infinité de solu- 
tions. | 

Dans le cas 2), si par exemple 4,0, — A,C; = 0, alors en sup- 
posant que le système admet une solution (x,; yo), on obtiendrait 
une contradiction. En effet, en substituant x, et y, àxet y, en mul- 
tipliant la première équation par 4, et la deuxième par 4,, on 
obtient 4,0; — A,C: = 0, ce qui contredit l'hypothèse. Donc le 
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système ne possède pas de solutions. Dans ce cas les droites L; 
et L, ne se rencontrent pas, c’est-à-dire sont parallèles. 

Ainsi deux droites du plan sont soit concourantes, soit confon- 
dues, soit parallèles. 


9. Equation normale de la droite. Distance d’un point à une 
droite. Soit donnée une droite L. Menons par l’origine des coor- 
données une droite n perpendiculaire à L et appelons-la normale à 


b) 


Fig. 30 


L. Soit N le pied de n (fig. 30, a). Orientons n dans le sens de O 
vers V. Si Net O sont confondus, on prendra l’un quelconque des 
deux sens. 


+ —+ 

Désignons par «& l’angle (0x, On) et par p la longueur de ON. 
Donc 0< « << 2x, p > 0. Etablissons l'équation de la droite L 
en admettant que & et p sont connus. A cet effet, prenons sur la 
droite L un point quelconque M de coordonnées polaires (p; œ), 
où O est le pôle et Oz, l’axe polaire. Si O et NV ne sont pas confon- 
dus, on déduit du triangle rectangle ONM que 


p = pcos (a—p) = p (cos « cos p + sin « sin y). 
Cette égalité s'écrit encore 
p cos q cos & + p sin q sin & — p = (0. (9) 


Vu que les points extérieurs à la droite L ne satisfont pas l’équa- 
tion (9), cette dernière est l'équation de la droite L en coordonnées 
polaires. D'après les formules de passage des coordonnées rectan- 
gulaires aux coordonnées polaires, on a :p cos @ — zx, p sin q = y. 
Donc dans un système de coordonnées rectangulaires l'équation 
(9) s'écrit 

x cos &æ + y sin &« — p = (. (10) 
Si les points O et N sont confondus, la droite L passe par l’origine 


des coordonnées (fig. 30, b) et p = 0. Dans ce cas il est évident 
que pour tout point A de L on a cos (g — &) — 0. En multipliant 
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par p on obtient pcos (® — &) = 0, d'où pcos @ cos &« + 
+ p sin @ sin & = 0 ou 


x cos &« + y sin a = (. 


Donc dans ce cas aussi l’équation de la droite est de la forme 
410). 

L’équation (10) s'appelle équation normale de la droite L. 

L’équation normale de la droite permet de déterminer la dis- 
tance d’un point donné du plan 
à une droite. 

Soit L une droite d'équation 
x cos a + y sin « — p = 0etsoit 
Mo (Zo; Yo) un point extérieur 
à L. On demande de calculer la 
distance d du point M, à la 
droite L. 

Menons par M, une droite L, 
parallèle à L. Soient W, le point 
d’intersection de ZL, et de la 
normale, p, la longueur de OW, 
(fig. 31). 

Si les points V'et N, sont si- 
tués d’un même côté de O, l’équa- 
tion normale de la droite L, est x cos a + y sin &« — ps = (. 
Puisque Mo (to; Yo) € Lo, ON à TZ, cos & + y, Sin & — po = 0, 
d’où Po = To Cos & + yo Sin &. Dans ce cas 


Fig. 31 


d = |po—pl= {1x cos & + yo Sin x — p |. 


Si les points V et N, sont situés de part et d'autre de O, l'équa- 
tion normale de L, est x cos œ + y sin &; — po = 0, où 
est supplémentaire de &. Donc ps = 2, cos @1 + yo Sin &, = 
= — TZ) COS & — Yo Sin &. Dans ce cas 


d=|po +p|l=|—-tTcosa—yosinæ+pl— 
= |2, cos a + y, sin « — p |. 
Dans chacun des deux cas on obtient la formule 
d = |zx,cos a + yysinaæ—pl. (11) 


Signalons que la formule (11) est valable dans le cas aussi où 
le point M, (x; Yo) est situé sur la droite L, c’est-à-dire que ses 
coordonnées vérifient l'équation de la droite L: zx, cos & + 

+ y, Sin & — p —= 0. La formule (11) nous donne alors d = (. 
À l'examen de la formule (11), on voit que pour calculer la distan- 
ce d d'un point M, à la droite L, il faut porter les coordonnées 
zo et y, de M, dans le premier membre de l’équation normale de 
L et prendre le module de l'expression obtenue. 
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Voyons maintenant comment on passe de l'équation générale 
à l'équation normale d'une droite. Soit 


Ar + By +C=0 (12) 


l'équation générale d’une droite, 
xcos a + ysin a — p = Ü, (15) 


l'équation normale. 

Les équations (12) et (13) définissant la même droite, leurs 
coefficients sont proportionnels. En multipliant les deux membres 
de l'équation (12) par un facteur u -£ O0, on obtient l'équation 


uAz + By + uC = 0. 


Si le facteur u est convenablement choisi, cette équation se trans- 
forme en l’équation (13). Pour cela il faut que 


uA = cos a, uB = sin & et pC = — p. (14) 


Elevons les deux premières égalités au carré et ajoutons-les. On 
obtient 

u* (4° + B*) = cosa + sin*a = 1, 
d'où 
ne 
VA + BE 


Le nombre u s'appelle facteur de normalisation. Son signe se 
détermine à partir de la troisième égalité (14). D'après cette 
égalité uC est strictement négatif si C = 0. Donc dans la formu- 
le (15) on prend le signe contraire à celui de C. Si C = 0, le signe 
de u peut être arbitrairement choisi. 

Ainsi pour ramener l'équation générale à l'équation normale il 
faut trouver le facteur de normalisation u et ensuite multiplier 
tous les termes de l'équation générale par u. 


p= + (15) 


Exemple. Trouver la distance d du point M (4 ; 3) à la droite 
3x — 4y + 10 = 0. 
Solution. Ramenons cette équation à la forme normale. 
Le facteur de normalisation vaut: 


= —1/V 3442 — 1/5. 


En multipliant l'équation donnée par u, on obtient l'équation 
normale 


3 4 
ms t+y—2=0. 


La formule (11) nous donne la distance d cherchée : 
d = |(— 3/5)-4 + (4/5)-3—21]—1|—2]— 2. 
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$ 7. Courbes du second ordre 


Considérons trois types de courbes : l’ellipse, l’hyperbole et la 
parabole qui sont définies par des équations du second degré dans 
un système de coordonnées rectangulaires. De telles courbes 
s'appellent courbes du second ordre ou encore coniques. 


1. Ellipse. 


Définition. On appelle ellipse l'ensemble des points du plan 
dont la somme des distances à deux points fixes, appelés foyers, 
est une constante strictement su- 
périeure à la distance des foyers. 

Désignons les foyers par F, et 
M F;, la distance F,F, par 2c et la 
somme des distances d’un point 
quelconque de l’ellipse aux 
foyers, par 2a. Par définition, 

F,(-c; 0) O F2(C;.0) x 2a > 2coua>c. 
Fig. 32 Considérons un système de 
coordonnées rectangulaires dont 
l'axe des abscisses passe par les foyers F, et F, et dont l’origine 
est située au mileu de F,F.. Les coordonnées des foyers sont alors : 
F, (—c; 0), F; (c; 0) (fig. 32). Trouvons l'équation de l’ellipse 
dans ce système de coordonnées. 

Soit M (x; y) un point arbitraire du plan. Désignons par r, 
et r, les distances respectives du point / aux foyers (r, = F,M, 
To — F,M). Les nombres r, et r, sont les rayons vecteurs du 
point M. Par définition, pour que le point M appartienne à l’ellipse 
considérée, il est nécessaire et suffisant que 


Tr +re = 24. (1) 
La formule (1) du $ 2 nous donne 
n=VG+d+y, n=V@G—-p+. (2) 
En portant ces expressions dans l'égalité (1), on trouve 
VG+ ++ VG—c+ y? = 20. (3) 


L’équation (3) est l'équation cherchée. Mais cette équation est peu 
commode à l’usage, c’est pourquoi on la ramène à une forme plus 
simple. Faisons passer le deuxième radical à droite et élevons les 
deux membres de l'équation au carré: 


(z+c)+y2=4a—4aV (z—c+y + (ac) + y, 
ou 
aV(r—cp+y=a—cx. (4) 
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Elevons encore les deux membres au carré: 
ax? — 2a? cx + ac? —+ a*y* = at — 2a* cz + c*x*, 
d'où 
(a? — c°) x° + a°y* = a° (a° — c*). (5) 


Introduisons la nouvelle quantité 
b— V a°—c?, (6) 


dont la signification géométrique apparaîtra plus loin. Vu que 
a > c par hypothèse, a° — c? > 0 et par suite b > 0. De (6) on 
déduit que 


o 
- 


Donc l'équation (5) peut être mise sous la forme 
br? + a°y® = a°b°. 


En divisant les deux membres par a*b*, on obtient en définitive 


22 y® 
+= 1. (7) 

Puisque l'équation (7) résulte de l'équation (3), les coordon- 
nées de tout point de l’ellipse vérifiant l'équation (3) vérifieront 
l'équation (7). Mais en ramenant l'équation (3) à une forme plus 
simple on l’a élevée deux fois au carré, ce qui a pu introduire des 
racines étrangères et violer l’équivalence des équations (7) et (3). 
Assurons-nous que si les coordonnées d’un point satisfont l'équa- 
tion (7), elles satisferont aussi l’équation (3), autrement dit montrons 
que ces équations sont équivalentes. Pour cela il suffit de toute 
évidence de montrer que les rayons vecteurs r, et r, de tout point 
dont les coordonnées vérifient l'équation (7) vérifient la relation 
(1). En effet, supposons que les coordonnées x et y d’un point 
satisfont l'équation (7). En portant dans l’expression (2) la quan- 


tité y° = b° (1 — =) déduite de (7), on trouve après quelques trans- 


formations simples que r, = W(a + cx/a). Puisque |z|< a 
(ceci découle de (7)) et c/a < 1, on a a + cxr/a © 0 et donc r, — 
= a + cr/a. 

On trouve de façon analogue que r, = a — cx'a. En ajoutant 
ces égalités terme à terme, on obtient la relation (1). Ce que nous 
voulions. Donc tout point dont les coordonnées vérifient l’équa- 
tion (7) est situé sur l’ellipse et réciproquement, ce qui exprime que 
l'équation (7) est l’équation de l’ellipse. L’équation (7) s'appelle 
équation canonique de l’ellipse. Donc l’ellipse est une conique. 

Etudions maintenant la forme de l’ellipse d’après son équation 
canonique (7). Remarquons que l'équation (7) ne contient que 
des termes en x et y de puissances paires, donc l’ellipse est symétri- 
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que par rapport aux axes Oz et Oy et par rapport à l’orisine des 
coordonnées. Pour connaître la forme complète de l’ellipse, il 
nous suffit de la connaître dans le premier quadrant seulement. 
Dans cette région y > 0, donc en 
résolvant l'équation (7) par rap- 
port à y, on trouve 


y = 2 Vas. (8) 


La relation (8) entraine les 
propositions suivantes. 

1) Si x = 0, y = b. Donc le 

Fig. 33 point (0; b) que l’on désignera 
par B est situé sur l’ellipse. 

2) y décroit lorsque zx croît de 0 à a. 

3) Six = a, y = 0. Donc le point (a; 0) que l’on désignera 
par À se trouve sur l’ellipse. 

4) Si x >> a, les valeurs de y sont imaginaires. Donc les points 
tels que x >> a n'appartiennent pas à l'ellipse. 

Ainsi la partie de l’ellipse située dans le premier quadrant est 
l'arc BA *) (fig. 33). 

On obtient l’ellipse tout entière par une symétrie par rapport 
aux axes de coordonnées. 


Remarque. Si a = b, l'équation (7) devient zx° + y° = a*. 
C'est l'équation d'un cercle de rayon a. Donc le cercle est un cas 
particulier de l'ellipse. Remarquons que l’ellipse est la trans- 
formée soit de son cercle principal (le cercle de centre O et de 


rayon a) dans une affinité orthogonale d’axe Oz et de rapport :, 
soit de son cercle secondaire (le cercle de centre © et de rayon b) 
dans une affinité orthogonale d’axe Oy et de rapport T- Dans la 
première affinité tout point (x; y) se transforme en un point 
(x; y1), où y, = 2 y. En portant y — = y, dans l'équation du 
cercle on trouve l'équation de l’ellipse 


z? (y1)° — 4 
a? b° ° 


Les axes de symétrie de l’ellipse sont appelés axes de l'ellipse, 
et le centre de symétrie (le point d’intersection des axes), centre de 
l’ellipse. Les points d’intersection de l’ellipse et des axes sont les 
sommets de l’ellipse. L’ellipse découpe sur les axes des segments 
égaux à 2a el 2b. De l'égalité (6) il s'ensuit que a > b. Les quanti- 
tés a et b s'appellent respectivement demi-grand axe et demi- 
petit axe. Les axes respectifs s'appellent grand et petit axe. 


*) Au chapitre VI on introduira la notion de convezité d’une courbe 
y = f (x) et on montrera que l'arc BA est convexe vers le haut. 
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Introduisons encore une quantité qui caractérise la forme de 
l'ellipse. 


Définition. On appelle excentricité de l'ellipse le rapport =; 


où c est la moitié de la distance focale, a le demi-grand axe de 
l’ellipse. 

L’excentricité se désigne par € — — Puisque c<a,ona0< 
< e <'1, c'est-à-dire que l’excentricité de l'ellipse est stricte- 


ment inférieure à 1. Puisque 
c* — a° — b?, on trouve 


Vs 


Cette égalité nous permet de don- Fig. 34 

ner une interprétation géométri- 

que de l’excentricité de l’ellipse. Lorsque £& est très petit. les 
nombres a et b sont presque égaux et l’ellipse est voisine du cercle. 
Si & est voisin de 1, le nombre b est très petit en regard de a ct 
l’ellipse est fortement allongée le long du grand axe. Donc l’excen- 
tricité de l’ellipse caractérise son allongement. 

On sait que les planètes et certaines comètes se déplacent. 
suivant des trajectoires elliptiques. Mais les excentricités des orbi- 
tes des planètes sont très petites, tandis que celles des orbites 
des comètes sont voisines de l'unité. Donc les planètes se déplacent 
sur des trajectoires presque circulaires, alors que les comètes 
tantôt se rapprochent du Soleil (qui occupe un foyer), tantôt s'en 
éloignent considérablement. 


F,(c:0) X 


2. Hyperbole. 

Définition. On appelle hyperbole l'ensemble des points du 
plan dont le module de la différence des distances à deux points 
fixes, appelés foyers, est une quantité constante strictement 
inférieure à la distance focale. 


Désignons les foyers par F, et F,, la distance focale F,F., 
par 2c et le module de Îla différence des distances aux foyers, par 
2a. Par définition, 2a << 2c ou a € c. 

Pour former l'équation de l'hyperbole ramenons le plan 
à un système de coordonnées rectangulaires dont l’axe des abscis- 
ses passe par les foyers F, et F,et dont l'origine est le milieu de 
de F,F.. Les foyers de l’hyperbole ont alors pour coordonnées : 
F, (—c; 0), F, (c; 0) (fig. 34). Soit M (x; y) un point quelconque 
du plan. MF, et MF, sont les rayons vecteurs du point M. Dési- 
gnons-les par r, et r.. Par définition, le point M (x; y) sera situé 
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sur l'hyperbole considérée si et seulement si |r, — r, | = 2a. 
D'où 
FN, —7e = + 24. (9) 
La formule (1) du $ 2 nous donne 
n=VEFRER np (0 
En portant ces expressions dans (9), on obtient 
VG+P HV GP += + 2. (11) 


L'’'équation (11) est l'équation cherchée de l’hyperbole. Réduisons 
cette équation à une forme plus simple comme nous l'avons fait 
pour l'équation (3) de l’ellipse. Portons le deuxième radical 
dans le second membre, puis élevons au carré. On obtient 


(x cc)? + y? = 4a° + 4aV (x— c++ (rc + y 
ou 
cz—a = +a} (x—c) + y. (12) 
En élevant encore au carré, on obtient 


cz? — Ja cx + af = a°x° — 2a° cz + a*c* + a-y*. 


D'où 
(c® — a°) x° — a*y? = a° (c° — a*). (13) 
Considérons la quantité 
b—V —a2 (14) 


dont la signification géométrique sera précisée plus loin. Puisque 
c>a,onac —a >0 et b>0. L'égalité (14) entraîne 
D ie 
L'équation (13) devient 
b°x° — a*y 
ou 


ee (15) 


Comme pour l’ellipse on démontre l'équivalence des équa- 
tions (15) et (11). L’équation (15) s'appelle équation canonique 
de l’hyperbole. 

Etudions la forme de l'hyperbole à l’aide de son équation 
canonique. L’équation (15) ne contenant que des puissances paires 
en x et y, l'hyperbole est symétrique par rapport aux axes Or 
et Oy et par rapport à l’origine des coordonnées. On peut donc 
limiter notre étude à la portion d'hyperbole comprise dans le 
premier quadrant. Dans cette région du plan y> 0, donc la résolu- 
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tion de l'équation (15) par rapport à y nous donne 
y=+Vre—&. (16) 


L'égalité (16) entraîne les propositions suivantes. 

1) Si 0O£L r< a, y prend des valeurs imaginaires. Donc les 
points d’abscisse 0 x << a n’appartiennent pas à l’hyperbole. 

2) Siz = a, y = 0, donc le point À (a; 0) est sur l’hyperbole. 

3) Siz>a.;y >0et de plus y— + œ lorsque x— <— o. Le 


poirt courant M (x; y) se déplace sur l'hyperbole à partir du 


4 
PIN 
M 
a— A x x 
Fig. 35 Fig. 36 


point À (a; 0) vers la « droite» et en «haut» lorsque zx croit 
(fig. 35). Précisons comment le point M «s'éloigne à l'infini ». 
À cet effet considérons l'équation 


b 


PS 5 — : b, 
qui définit une droite de coefficient directeur k = passant par 


l’origine des coordonnées. La portion de cette droite située dans le 
premier quadrant est représentée sur la figure 35. Cette droite 
est confondue avec l’hypoténuse OB du triangle rectangle O0AB 
de côtés OA = a et AB = b. 

Montrons que tout en s’éloignant à l'infini, le point M se 
rapproche indéfiniment de la droite (17) qui s'appelle asymptote 
de l’hyperbole *). 

Soient x une valeur arbitraire (x a) et M (zx; y) et N (x; Y) 
deux points tels que 


y=+ V x°—a? et Y = 7. 
Le point M est situé sur l'hyperbole, le point W, sur la droi- 
te (17). Ces deux points ayant la même abscisse x, la droite MN 
est perpendiculaire à l’axe Ox (fig. 36). Trouvons la longueur du 
segment MN. 
*) Au chap. VI on donnera la définition de l’asymptote du graphique 
d’une fonction y = f (r) et on montrera que la droite y = TZ est une 


asymptote de l'hyperbole. On étudiera ibidem le sens de la convexité de 
l’hyperbole. 


5—01%0601 
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Remarquons tout d'abord que pour z> a 
ec LES Ÿ de anr 
Y=—:=—Vz ne Vr—a= y. 


Ce qui exprime que le point de l’hyperbole d’abscisse x se trouve 
en dessous du point d’abscisse z de l’asymptote. Donc 


MN=Y—y= crie (r V0) = 


SD VE CVS) 6 
a z+ Va z+Wr— ai 


De cette expression il s'ensuit que NV tend vers 0 lorsque 
z— + 0, puisque le numérateur ab est constant et le dénomina- 
teur tend vers + co. 

Soit P le pied de la perpendiculaire abaissée du point M sur 
la droite (17). MP est alors la distance de .W à cette droite. 11 


Fig. 37 


est évident que MP << MN et puisque MN —+ 0, à fortiori MP —- 
— 0 lorsque z—> + co, c’est-à-dire que le point Àf se rapproche 
indéfiniment de la droite (17). C.Q.F.D. 

On peut construire maintenant l’hvperbole tout entière par 
symétrie par rapport aux axes de coordonnées (fig. 37). L'hyperbo- 
le est composée de deux branches (droite et gauche) et admet deux 


asymptotes : y => zety —= — - x. La première asymptote a déjà 


été étudiée, la seconde est symétrique de la première par rapport: 
à l'axe Oz (ou Oy). 

Les axes de symétrie s'appellent axes de l'hyperbole, le centre 
de symétrie (le point d'intersection des axes), centre de l’hyperbo- 
le. L'un des axes coupe l’hyperbole en deux points appelés som- 
mets (les points 4’ et À sur la figure 37). Cet axe est l'axe trans- 
verse de l’hyperbole. L'autre axe n'a pas de points communs 
avec l'hyperbole. On l’appelle axe non transverse. Le rectangle 
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BB'C'C de côtés 2a et 2b (fig. 37) s'appelle rectangle principal de 

l'hyperbole. Les quantités a et b s'appellent respectivement 

demi-axe transverse et demi-are non transverse de l'hyperbole. 
L'équation 


définit aussi une hyperbole, qui est représentée en pointillé sur la 
figure 37. Ses sommets sont situés sur l’axe Oy. Cette hyperbole 
est dite conjuguée de l’hyperbole (15). Ces deux hyperboles possè- 
dent les mêmes asymptotes. 

Une hyperbole dont les demi-axes sont égaux (a — b) s'appelle 
équilatère. Son équation canonique est 


Z — y" = 0°. 
Les asymptotes d’une hyperbole équilatère sont perpendicu- 
laires, puisque son rectangle principal est un carré. 
Définition. On appelle excentricité de l’hyperbole le rapport + à 


où cest la moitié de la distance focale et a, le demi-axe trans- 
verse de l’hyperbole. 


L'excentricité de l'hyperbole se désigne aussi par €. L'excen- 


tricité de l’hyperbole est = 1, puisque c > a. En remarquant que 
c* — a° + b*, on trouve 


d'où 

L=ye—i 

: : 
La dernière égalité nous permet de donner une interprétation 
géométrique de l’excentricité de l'hyperbole. Plus l’excentricité 
est petite, c'est-à-dire plus elle est proche de 1, plus le rapport 2 


est petit. Ce qui exprime que le rectangle principal est plus allon- 
cé le long de l’axe transverse. Donc l’excentricité de l'hyperbole 
caractérise la forme du rectangle principal et par conséquent la 
forme même de l'hyperbole. 


Dans le cas d’une hyperbole équilatère, & = V2. 


3. Directrices de l’ellipse et de l'hyperbole. 
Définition 1. On appelle directrices de l'ellipse les deux droites 


. . . 3 . a 
perpendiculaires au grand axe aux points d’abscisses e. 


Les équations des directrices d'une  ellipse définie par (7) 
sont : 


5° 
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Puisque pour une ellipse << 1, on a => a. Donc les di- 
rectrices sont situées à l'extérieur de l'ellipse (fig. 38). 

Définition 2. On appelle directrices de l’hyperbole les deux 
droites perpendiculaires à l'axe transverse aux points d'abscis- 
ses + . : 

Les équations des directrices d'une hyperbole définie par 
l'équation canonique (15) sont 


a a 
T=—— et T—=—, 
€ E 


Puisque pour une hyperbole e > 1, on a L< a. Donc une 


directrice est située entre le centre et le sommet droit de l'hyper- 
bole, l’autre directrice, entre le centre et le sommet gauche (fig. 39). 


Fig. 38 Fig. 39 


Les notions de directrice et d'excentricité permettent de for- 
muler une propriété générale inhérente à l’ellipse et à l’hyperbole. 
On a les deux théorèmes suivants. 

+ du rayon vecteur r d'un point M de 
l’ellipse à la distace d de ce point à la directrice associée est une 
constante égale à l'excentricité de l'ellipse. 

Démonstration. Supposons pour fixer les idées qu'il 
est question du rayon vecteur MF, et de la directrice associée 
au foyer F,. La distance d du point M (x; y) à cette directrice est 


Théorème 3.5. Le rapport 


= (18) 


La 


(fig. 38). Les égalités (2) et (4) lentraînent 


r=r=V(-+yp=a-—z. 
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En posant _. = £g, on obtient la formule de la distance de M 
au foyer F,: 


Tr = A — EX. (19) 
Des relations (18) et (19) on déduit que 
Tr _ a—er __ (a—er)e 
d 4, mer ee = 


€ . 


Théorème 3.6. Le rapport _ du rayon vecteur d'un point M de 


l’hyperbole à la distance d de ce point à la directrice associée est une 
constante égale à l'excentricité de l'hyperbole. 

Démonstration. Supposons pour fixer les idées qu'il 
s’agit du rayon vecteur WF, et de la directrice associée au foyer 
F;. Soit M (x; y) un point arbitraire de l'’hyperbole (fig. 39). 
Considérons les deux cas suivants. 

1) Le point M est situé sur la branche droite de l'’hyperbole. 
La distance d du point M à la directrice droite est 


a 
d=I——, 
e 


(20) 
Les égalités (10) et (12) nous donnent 


r=rs= V(c— + p=z—a. 


En posant <= e, on obtient la formule du rayon vecteur MF, 
Tr = ET — 4. (21) 


Les relations (20) et (21) entraïnent 


r __ £z—a _ (Er—a)e _. 
EE & Ez—a 


2) Le point M est situé sur la branche gauche de l’hyperbole. 
La distance d du point A7 à la directrice droite vaut (fig. 39) 


a 
Par analogie à (21), le ‘rayon vecteur MF, est égal à 
= (£r—a) = —(Ez — à). (23) 
Les relations (22) et (23) nous donnent 
r — (er—a) _ (—exz+a)e 
d a (—ez+a) —.. 
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Cette propriété de l’ellipse et de l'hyperbole peut servir de 
définition de ces courbes : l'ensemble des points dont le rapport des 
distances au foyer et à la directrice associée est une constante & est une 
ellipse si € < 1 et une hyperbole si £ > 1. 

Une question se pose immédiatement : quelle est la nature 
de cet ensemble lorsque & — 1. I] s'avère que c'est une conique 
appelée parabole. 


4. Parabole. 

Définition. On appelle parabole l'ensemble des points du plan 
équidistants d’un point fixe appelé foyer et d'une droite fixe ne 
passant pas par le foyer, appelée directrice. 

Pour établir l'équation de la parabole. rapportons le plan 
à un système de coordonnées rectangulaires dont l'axe des abscis- 
ses passe par le foyer perpendi- 
culairement à la directrice, pre- 
nons pour sens positif le sens qui 
va de la directrice au foyer et 
plaçons l'origine à égale distance 
du foyer et de la directrice. 

Soit M (zx; y) un point du plan. 
Désignons par r la distance du 
point Af au foyer F, par d, la 
distance de Àf à la directrice et 

Fig. 40 par p, la distance du foyer à la 

directrice (fig. 40). La quantité p 

s'appelle paramètre de la parabole; sa signification géométrique 

apparaîtra plus bas. Pour que le point AZ appartienne à la para- 
bole il est nécessaire et suffisant que 


F = dt: u (24) 


F(É:0) 


Le foyer F a pour coordonnées (p/2; 0); donc la formule (1) du 
$ 2 nous donne 


r= FM =V (pp +. (25) 
La distance d s'exprime visiblement par l'égalité (fig. 40) 
d=MQ=r+<.. (26) 
Signalons que cette formule n'est valable que pour z> (. 
Si z<0, il est évident que r > d et par conséquent le point 


M (zx; y) n'est pas situé sur la parabole. En portant dans (24) 
les expressions (25) et (26) de r et de d, on trouve 


V'(r-+f+=st. e7 
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Ceci est l'équation cherchée de la parabole. Ramenons-la à une 
forme plus commode. En élevant au carré, on obtient 


2 — pr + pa + y = x + pr + p°/4 
ou 
y* = 2pz. (28) 


Voyons si l'élévation au carré n’a pas introduit de racines 
étrangères. Pour cela il suffit de montrer que la relation (28) est 
réalisée pour tout point AJ (x: y) dont les coordonnées satisfont 
l'équation (28). En effet, de l'équation (28) il résulte que z> 0, 
donc d = p'2 + zx pour les points 
M (x: y) d'abscisses positives. En 
portant l'expression (28) de y° 
dans (25) et puisque x > 0, on 
obtient r =p.2 — x, c'est-à-dire 
quer = d.Ce que nous voulions. 
Donc l'équation (28) est satisfaite 
par les coordonnées de tous les 
points de la parabole et de ces 
points seulement, ce qui exprime 
que l'équation (28) est l'équation Fig. 4 
de la parabole considérée. 

L'équation (28) s'appelle équation canonique de la parabole. 
Cette équation étant du second degré, la parabole est une conique. 

Etudions maintenant la forme de la parabole à l’aide de son 
équation (28). La parabole est symétrique par rapport à l'axe Ox 
puisque y figure avec un exposant pair dans l'équation (28). Il 
suffit donc de l'étudier dans le demi-plan supérieur. Dans cette 
région y> 0, donc la résolution de l'équation (28) par rapport 
à y nous donne 


y=V2pr. (29) 


Cette égalité entraine les assertions suivantes : 

1) Si x << 0, y prend des valeurs imaginaires. Donc aucun point 
de la parabole n'est situé à gauche de l’axe Oy, ce que nous 
avons déjà signalé. 

2) Sixz = 0, y = 0. Donc l'origine des coordonnées appartient 
à la parabole. 

3) y croît avec x et de plus y— — œ lorsque z—> + oo. 

Donc le point courant À (x; y) se déplace à partir de l'origine 
« à droite » et « vers le haut » et de plus il s'éloigne indéfiniment 
de l'axe Oy et de l’axe Ox lorsque z—> + oo. 

Une symétrie par rapport à l’axe Ox nous donne la parabole 
tout entière (fig. 41). 

_ Le point © s'appelle sommet de la parabole, l'axe de symétrie 
(l'axe Or), are de la parabole. Le paramètre p représente la distan- 
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ce du foyer à la directrice. Voyons comment le paramètre influe 
sur la forme de la parabole. À cet effet, prenons une valeur bien 
définie de l’abscisse, par exemple x = 1, et trouvons les valeurs 
correspondantes de l’ordonnée à l’aide de l’équation (28): y = 
= + V2p. On obtient deux points W,(1; + V 2p) et 
M, (1 ;—V 2p) symétriques par rapport à l'axe et distants de 2 V 2p. 


y y 4 
O 


O X 
a) b) C) 


Fig. 42 


On remarque que cette distance est directement proportionnelle 
à p. Donc le paramètre p caractérise la « largeur » du domaine 
borné par la parabole. 

La parabole d’équation y* — — 2pr, p > 0, est située à gauche 
de l’axe Oy (fig. 42, a). Elle a pour sommet l’origine des coordon- 
nées et pour axe de symétrie, l'axe Oz. 

L'équation z° = 2py, p > 0, est l'équation d’une parabole 
dont le sommet est l'origine des coordonnées et l’axe de symétrie, 
l'axe Oy (fig. 42, b). Cette parabole est située au-dessus de l’axe 
des abscisses. L'équation x° = — 2py, p > 0, définit une para- 
bole située au-dessous de l'axe Ox et ayant l’origine des coordon- 
nées pour sommet (fig. 42, c). 


$ 8. Equation générale des coniques 


Un important problème de géométrie analytique est l'étude 
de l’équation générale des coniques et leur réduction aux formes 
canoniques. 

L'équation générale d’une conique est 


Az° + 2Bzy + Cy? + 2Dzx + 2Ey + F = 0, (1) 
où les coefficients À, 2B, C, 2D, 2E et F *) sont des nombres quel- 


conques, et en outre À, B et C sont non tous nuls, c'est-à-dire 
que A + B? + CC Æ0Q. 


*) Pour faciliter les transformations de on qu, ee a désigné 
les coefficients de zy, z et y respectivement par 2B, 2D et 2 
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1. Réduction de l’équation générale d’une conique à la forme 
canonique. 

Lemme 3.1. Soit donnée l'équation (1) dans un système de coor- 
données rectangulaires Oxy et supposons que AC — B° = 0. Par le 
produit d'une translation et d'une rotation des axes de coordonnées 
l'équation (1) se réduit à la forme 

A'z" + C'y"?+F" =0, (2) 
où A”, Cet F” sont des nombres; (x”; y") les nouvelles coordonnées. 

Démonstration. Supposons que le système Ozxy se 
transforme par une translation en un système O'x'y" dont l'origi- 
ne O0” a pour coordonnées (x, ; y,) dans le système Ozxy. Les ancien- 
nes coordonnées (x; y) sont liées aux nouvelles (x°; y’) par les 
formules 

TT +Zm Y=Y + 
(cf. formules (1), $ 4). L’équation (1) devient dans les nouvelles 
coordonnées 
Az? + 2Bz'y + Cy° + 2D'z + 2E'y + F' =0, (3) 


« 


dé D' = Az, + By, + D; E"= Bx, + Cy, + E; 
FE = Ati + 2Bzoyo + Cys + 2Dxo + 2Eyo + F. 
Les coefficients D’ et E” s'annulent si l'on choisit les coordonnées 
du point (x; Yo) telles que 
Az, + Byo + D = 0, 
Bis + Cyo+ E =0. G) 
Le système (4) admet une seule solution, puisque AC — B*° = 0. 


Si un couple de nombres (x,; y,) est solution du système (4), 
l'équation (3) devient 


Az° + 2Bz'y" + Cy'° + F° =0. (5) 
Supposons maintenant que le système O'x’y" se transforme par 


une rotation d'angle & en le système 0'z”y”". Les coordonnées x’, y’ 
sont liées aux coordonnées x”, y” par les formules 


z' =z"cosa —y"sina, y'—=z"sinx +y"cos ax 
(cf. formules (3), $ 4). L’équation (5) s'écrit dans le système 
"x°y" 
A'z"? + 2B'z'y" + C'y? + F' = 0, (6) 
où 
A' = À cos° a + 2B cos x sin & + C sin° x; 
B' = — À sin a cos a + B (cos &« — sin? x) + C sin & cos x; 
C’ = À sin° « — 2B cos a sin & + C cos° z. 
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Choisissons l'angle « de manière à annuler le coefficient B’ de 
l'équation (6). Ceci nous conduit à l'équation 2B cos 2x = (A — 
— C) sin 2 par rapport à a. Si A —=C, cos 2a = Oet l’on peut poser 


a = 1/4. Si À CC, on prend « =+ Arc te us et l’équa- 
tion (6) devient 
A'xz”° — C'y” + F' _ 0, 


c'est-à-dire qu'on a obtenu l'équation (2). 


Remarque. Les équations (4) s'appellent équations du centre de 
la conique, le point (x,; y,), où z,, y, représentent la solution du 
système (4), est le centre de cette conique. A noter qu'une condi- 
tion nécessaire et suffisante pour que le système (4) admette une 
seule solution est que le nombre AC — B*, appelé déterminant 
du système (4) (chap. 10, $ 2), soit non nul. 


: 2. Invariance de l'expression AC — B*. Classification des 
coniques. Les coefficients À, B et C de l'équation (1) ne changent 
pas par une translation des axes de coordonnées ainsi qu'il résulte 
de la démonstration du lemme 3.1. par contre, ils sont modifies 
par une rotation. Cependant l'expression AC — B* est invariante 
aussi bien par une translation que par une rotation du système de 
coordonnées, en d'autres termes elle ne dépend pas de la trans- 
formation du système de coordonnées. En effet, ceci est évident 
pour la translation [cf. formules (1) et (5)]: vérifions-le pour la 
rotation. Utilisons pour cela les expressions des coefficients A4”, 
B' et C” de l'équation (6). On a 


A'C" — B°* = (A cos «a + 2B sin & cos a + C sin° &) x 
X (4 sin° & — 2B sin & cos a + C cos® «) — 
— [(C — À) sin a cos « + B (cos® & — sin? a)}°. 


En chassant les parenthèses et en réduisant les termes semblables 
on obtient 


A'C" — B"* = AC (cos «x + sin* &)° — 
— B* (cos* à + sin* a«)* = AC — BE, 


C.Q.F.D. 

La quantité AC — B° s'appelle invariant de l'équation généra- 
le des coniques. Cet invariant est capital dans l’étude des coni- 
ques. 

Üne conique est du genre 

1) ellipse si AC — B* > 0; 

2) hyperbole si AC — B* <0; 

3) parabole si AC — B* = 0. 
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Considérons les courbes des trois genres. 

1) Genre ellipse. Puisque AC — B* > 0, l'équation générale 
peut être en vertu du lemme 3.1 réduite à la forme (pour la com- 
modité de l'écriture on omettra les accents des coefficients et 
des coordonnées) : 


Az + Cy + F = 0. 


Distinguons les cas suivants: 
a) A0, C>0 (le cas A LO, CLOÔ se ramène au cas 
À > 0, C > 0 par une multiplication de l'équation par — 1) et 
F < 0. Faisons passer F dans le second membre et divisons par F. 
L'équation devient 
z° 
a® 


+=, 


où a = — F/A, b* = — FjC. On reconnait ici l'équation canoni- 
que de l'ellipse. 

b) 4A>0,C>0, F >0. En procédant comme dans a), on 
obtient l'équation 


qui n'est satisfaite par aucun point du plan. On l'appelle équation 
de l’ellipse imaginaire. 

c) A>0,C>0,F = 0. L'équation devient (a° = À, c* = C) 

ar —+ c°y° = 0. 

Elle n'est vérifiée que par les coordonnées du point (0, 0). Cette 
équation définit un couple de droites imaginaires concourantes. 

2) Genre hyperbole. Puisque AC — B* < 0, l'équation géné- 
rale devient en vertu du lemme 3. 

A + Cÿ + F =0. 


Distinguons les cas suivants: 

a) A0, C<O (le cas ALLO, C>0 se ramène au cas 
A >0, C<O par une multiplication de l'équation par —1) et 
F = 0. Supposons par exemple que F << 0. En faisant passer F 
à droite et en divisant par lui, on obtient l'équation 


le 
où a = — FA, b° = FC, qui est l'équation canonique de 


l'hyperbole. 
b) A>0, C<0, F =0. L'équation devient (a = À, 
= (0): 
ar — cy* = 0 ou (ax — cy) (ax + cy) = 0. 
C'est l'équation d'un couple de droites concourantes en l'origine des 
coordonnées: les droites ax — cy = 0 et ax + cy = 0. 
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3) Genre parabole. Si AC — B° = 0, une rotation des axes de 
coordonnées du même angle & que dans le lemme 3.1 ramène l’équa- 
tion générale à la forme 


Az + Cy° + 2Ey + 2Dz + F = 0. (7) 
Comme AC = 0, l’un des coefficients À ou C est nul. 


Supposons que À = 0, C0. Mettons l'équation (7) sous 
la forme 


ou 
C (y + +) +2Dr+F+=0, 


où F* — F — EC. Plaçons l'origine des coordonnées au point 
(0; — E/C), c'est-à-dire passons aux coordonnées x° = x, y" = 
= y + E/C. On obtient l'équation 
Cy'° + 2Dzx° + F* = 0. 
Distinguons les cas suivants: 
a) D 0. Mettons l'équation sous la forme 


Cy?+2D (x +5) =0. 


Plaçons l’origine des coordonnées au point (—F*/(2D); 0), c'est- 
à-dire passons aux coordonnées x” — x’ + F*/(2D), y” = y. 
On obtient l'équation 


Cy"? + 2Dz" = 0 


ou 
y” — 2DL", 
où p = — D;C. On reconnaît l’équation canonique de la parabole. 
b) D = 0. L'équation devient 
Cy* + F* = 0. 
Si Cet F* sont de signes contraires, en posant | F*/C | = a°, 


on peut mettre cette équation sous la forme (y — a) (y + a) = 
= (0. On reconnaît ici l’équation d’un couple de droites paral- 
lèles. : 

Si Cet F* sont de mème signe, l'équation devient y'°? + a° — 
— 0. C'est l'équation d'un couple de droites parallèles imagi- 
naires. 

Enfin, si F* — 0, l'équation devient y’ — O0 et définit l'axe 
O'z’. Cette équation peut être traitée comme l'équation d’un 
couple de droites confondues dans le cas limite où F*— 0. 

Résumons tous ces résultats sous forme d'un théorème. 


$ 8] ÉQUATION GÉNÉRALE DES CONIQUES 77 


Théorème 3.7. Soit donnée dansun système d ecoordonnées rectan- 
gulaires l'équation générale d'une conique 


Az° + 2Bzy + Cy* + 2Dzx — 2Ey + F = 0. 


Il existe alors un système de coordonnées rectangulaires dans lequel 
celte équation prend l'une des neuf formes canoniques suivantes: 


1) th 1 une ellipse réelle; 
2) ++h- — 1 une eilipse imaginaire; 


3) a°x° + c°y*= 0 un couple de droites concourantes imaginaires; 


4) Eh 1 une hyperbole; 

5) a°x° — cy* = Ô un couple de droites concourantes; 

6) y° — 2px une parabole; 

7) y* — a = 0 un couple de droites parallèles; 

8) y° + a? = 0 un couple de droites parallèles imaginaires; 


O0 un couple de droites confondues. 


CHAPITRE IV 


FONCTIONS D’UNE VARIABLE 


On se propose d'étudier une notion très importante d'analyse 
mathématique: la notion de fonction. Dans ce chapitre on intro- 
duit les notions de limite et de continuité d'une fonction. 


$ 1. Notion de fonction 


1. Définition d’une fonction. 

Définition. Soient X et } des ensembles numériques. On 
appelle fonction l'ensemble f des couples de nombres (x; y) tels 
que x EX,y€EŸ,le nombre x figurant dans un couple et un seul 
de f, le nombre y, au moins dans un couple. On dit alors qu'au 
nombre x est associé le nombre yet l’on écrit y = f (x). Le nombre y 
s’appelle valeur de la fonction f au point x. La variable y s'appelle 
variable dépendante, la variable x, variable indépendante (ou argu- 
ment), l'ensemble X, ensemble de définition (ou d'existence) de la 
fonction f, l’ensemble ŸY', ensemble des valeurs de f. 

On se sert des lettres autres que f pour désigner les fonctions, 
par exemple: y — y (x), y = g(x). y = (x). y = À (x), y — 
— F (x), etc. Les variables dépendante et indépendante peuvent 
être désignées par d'autres lettres aussi. La variable dépendante 
est parfois appelée fonction. 

Outre le terme de « fonction » on utilise le terme équivalent 
d'« application » et au lieu de y = f (x) on écrit f: x -+y et l'on 
dit que l’application j associe x à y ou encore que y est l’image 
de zx par f. 

Dans les calculs la notation y = f (x) est plus commode que 
f:x > y. Par exemple, la notation f (x) = zx est bien plus com- 
mode à l'usage et plus maniable dans les transformations analy- 
tiques que la notation f:x ++ 2*. 

La fonction dont toutes les valeurs sont cales entre elles 
s'appelle constante. On la désigne souvent par la lettre C. 

Une fonction f (x) définie sur un ensemble X est dite majorée 
(resp. minorée) sur cet ensemble s'il existe un nombre À (resp. m) 
tel que pour tout x € X l’on ait f (x) < M (resp. f (r) > m). 
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Une fonction f (x) à la fois majorée et minorée sur X est dite 
bornée sur X. 

Le fait qu'une fonction f (#) est bornée peut s’écrire de la 
sorte : il existe un nombre 117 => 0 tel que pour tout x € X l'on 
a |f (x) | M. Par exemple, la fonction f (x) = sin x est bornée 
sur la droite numérique tout entière, puisque | sin x | 1 pour 
tout x; la fonction f (r) = 1/x n'est pas majorée sur l'intervalle 
]0,1[, puisqu'il n'existe pas de M 
tel que 1/z< M pour tout 
z € Ï0,1(. 

On nomme courbe représenta- 
live ou représentation graphique 
ou tout simplement graphique 
d'une fonction f (x) l’ensemble 
des points (x; y) du plan dont 
les coordonnées vérifient la rela- 
tion y — f(x), appelée équation Fig. 43 
du graphique. | 

Le graphique d une fonction peut être soit une ligne « conti- 
nue » (une courbe ou une droite), soit être composé de points iso- 
lés, tel le graphique de la fonction y = nl! (fig. 45). 

Signalons qu'une courbe n'est pas nécessairement le graphique 
d'une fonction. Par exemple, le cercle 2° + y* = 1 (fig. 43) n'est 
le graphique d'aucune fonction, puisque chaque x € ]—1, 1[ figure 
non pas dans un mais dans deux couples (zx ; y) de cet ensemble avec 
différentes valeurs de y: y, = Vi —ret Ya = — V 1 — zx°, ce 
qui contredit la condition d'univocité dans la définition de la 
fonction. Cependant la partie du cercle située dans le demi-plan 


inférieur est le graphique de la fonction y = — V1 — 7°, quant 
à la partie qui est située dans le demi-plan supérieur, elle est 


le graphique de la fonction y = V 1 — x*, 


2. Modes de définition des fonctions. Définir une fonction 
j c'est indiquer le procédé par lequel à chaque valeur de x est 
associée la valeur correspondante f (x). Il existe trois modes de 
définition des fonctions: le mode analytique, le mode tabulaire 
et le mode graphique. 

Mode analytique. La dépendance des variables est exprimée 
par des formules indiquant les opérations à accomplir pour cal- 
culer la valeur de la fonction associée à la valeur donnée de l'ar- 
gument. 


Exemples. 

1. La formule y — zx* définit une fonction dont le domaine 
de définition est la droite numérique ]—, + ol et l’ensemble 
des valeurs, la demi-droite [0, + oo (fig. 44, a). 


80 FONCTIONS D'UNE VARIABLE CCH. IV 


2. La formule y = V1 — x° définit une fonction dont le 
domaine de définition est le segment [—1, 1] et l’ensemble des 
valeurs, le segment [0. 1] (fig. 44. b). 


4 


Fig. 44 


3. La formule y = n ! associe à chaque entier naturel n le 
nombre y = 1-2-3-...- n. Par exemple, si n = 3, y = 31 = G. 


| 
| 
4 


h D DE = nn en en = ee = = 0 D Se D ee = ep 


y 
1 
3! 
X 
7 ; 
0123 x 
Fig. 45 Fig. 46 
La tormule y = nl définit une fonction dont l’ensemble de défini- 
tion est {1, 2, 3,...,n,...}et l’ensemble des valeurs, {1!, 21, 
31, ..., nl, ...} (fig. 45). 
+1 si z>0 
4. y—=sgnz— 0 si r=0 
—1 siz<0. 
Cette fonction est donnée par plusieurs formules. Elle est défi- 
nie sur toute la droite numérique ]— oo, + oo, son ensemble des 


valeurs est composé de trois nombres: —1, 0 et + 1 (fig. 46). 
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5. La fonction de Dirichlet *) 


4 si x est rationnel 
1 | O si x est irrationnel. 


Cette fonction est définie sur toute la droite numérique ]—o, 
+ ol, son ensemble des valeurs est constitué des nombres 0 et 1. 
Signalons qu il est impossible de représenter la fonction de 
Dirichlet par un graphique. 
Mode tabulaire. Considérons la table suivante : 


z | o | o4|o2| 3 | 0.6 | 4 | 0,8 |1,5 | 2 
y | 1 | 10 E | -2 | -8 [0,5 | 2 | 5 | 7 


À toute valeur de x associons la valeur de y située dans la 
même colonne et disons que la fonction y est donnée tabulairement. 
L'ensemble de définition de y est l’ensemble des neuf valeurs de x 
de la première ligne, l'ensemble des valeurs, l’ensemble des neuf 
nombres y de la deuxième ligne. 

Le mode tabulaire ne convient que pour un nombre fini de 
valeurs de l’argument. Les tables sont souvent utilisées pour don- 
ner une fonction. Comme exemples classiques citons la table des 
fonctions trigonométriques, la table des logarithmes, etc. [ndi- 
quons aussi l'horaire des trains qui permet de localiser un train en 
fonction de l’heure. 

Mode graphique. Le mode graphique est généralement utilise 
pour les mesures en physique lorsque la correspondance entre des 
variables x et y est exprimée directement par un graphique. Ces 
graphiques sont tracés dans de nombreux cas par des autoscrip- 
teurs. Ainsi, par exemple, la pression atmosphérique à des alti- 
tudes différentes est mesurée par un instrument spécial, appelé 
barographe, qui trace sur un ruban une courbe représentant la 
pression en fonction de l'altitude. 


3. Classification des fonctions. La fonction constante f (r) = C, 
— const, la fonction puissance z% (œ est un nombre quelconque). 
la fonction exponentielle a* (0 < a 1), la fonction logarithme 
log,r (0<a%t).les fonctions trigonométriques sin x, cos x, 
tg x, cotg x et leurs réciproques Arc sin x, Arc cos x, Arc tgzret 
Arc cotg x s'appellent fonctions élémentaires. 

On obtient d’autres fonctions par un nombre fini d'opérations 
arithmétiques sur les fonctions élémentaires ainsi que par la 


3) Dirichlet Peter Gustav Lejeune (1805-1859), mathématicien alle- 
mand. 


6 -01561 
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composition de ces fonctions. Exemple 
f@)= el (1x1 = V2): f(2)= logs Arc tg 2 + 


Lsin3r; f(x)=In|sin3r|—e"C'EVr ete. 


On a la classification suivante pour les fonctions élémentaires. 
1) Une fonction de la forme 


P'(2) =:a int amet. Lans EG, 


où m>> 0 est un entier; &,, 4, ..-., am des nombres quelconques 
(ao Æ 0), s'appelle fonction polynôme de degré m. Une fonction 
polynôme du premier degré s'appelle aussi fonction linéaire. 
2) Une fonction qui est le quotient de deux fonctions poly- 
nômes 
ag" + rl +... + am-17 + Am 
bot" + bar +... <bn-1z + bn 


s'appelle fonction rationnelle ou fraction rationnelle. 

3) Une fonction non rationnelle qui s'obtient par un nombre 
fini de compositions et par les quatre opérations arithmétiques sur 
des fonctions puissances à exposants aussi bien entiers que frac- 
tionnaires s'appelle fonction irrationnelle. Exemples: f (x) = V x, 
f@=z+Vz fe) = VE +47 — TG —8r +4) + 
+ ( V'z + x}, etc. 

4) Une fonction qui n'est ni rationnelle, ni irrationnelle, 
s'appelle {ranscendante. Exemples: f (x) = sin x, f (x) = sin x + 
+ zx, etc. 


R (x) = 


$ 2. Limite d’une fonction 


1. Limite d’une fonction lorsque zx —x,. Soient f (x) une 
fonction définie sur un ensemble X et x, un point appartenant ou 
non à X. Prenons une suite de points 

DD Li Res Te ene (1) 
de X distincts de x, convergeant vers x, *). Les valeurs de la 
fonction / (rx) en ces points forment aussi une suite numérique 


Î (&); Î (2); Î (xs); #16 587 Ï (&n), RDS (2) 


à propos de laquelle il est légitime de se demander si elle admet 
une limite. 


Définition 1. On dit qu un nombre À est la limite d'une fonc- 
tion f (zx) en x = x, (ou lorsque z—+ x,) si pour toute suite {x,} 
convergeant vers zs, la suite {f (x,)} converge vers À. 

Ceci se note: lim f(x) = À. 


X — X0 


*) On admet qu'une telle suite existe. 
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La fonction f (x) ne peut admettre qu une seule limite en z,. 
Ceci résulte du fait que la suite {f (x,)} ne possède qu’une seule 
limite. 

Exemples. 


1. La fonction f (rx) — C admet une limite en chaque point 
x, de la droite numérique. En effet, si (1) est une suite quelconque 


ALU FAU: 
ZI V 


Fig. 47 


convergeant vers zs, la suite (2) est de la forme €, C, C, 
» C» ..., c'est-à-dire que f (r,) = C. D'où l'on déduit que 
fl, un C lorsque r—> œ ou lim f(r) = C. 
X — XQ 
. La fonction f (x) — x admet en tout point x, de la droite 
numérique une limite égale à x,. Dans ce cas les suites (1) et (2) 
sont identiques, c’est-à-dire que f (x,) = z,. Donc si x, — x, il 
en est de même de f (r,), ce qu'on écrit encore 
lim f(x) = lim x = f (to) = x. 
X — X0 X — X0 
3. La fonction f (x) — sin (1/x) (fig. 47) qui est définie pour 
tout z Æ 0 ne possède pas de limite pour x = 0. En effet, pre- 
nons deux suites de valeurs de l'argument x: 
1 1 1 1 2 2 2 N 
= on Dm net et nt Sr dt ‘+ Un—3)n? 
convergeant vers 0. Les suites correspondantes des valeurs de la 


fonction sont (+), (=): (+): nu j ( 1 ] - .… et 


ni 


1). 12). ) (er): Puisque 
f( _ ] = sin nn=0et j (5) n9 x _1 


lim f(x,) = lim sin nn=0 et lim f(x,) = lim sin et EAP 
ll — O0 nn — 00 ñn + 00 n—00 2 
Donc la fonction f (x) tend vers des limites différentes pour des 
suites {x,} tendant toutes deux vers 0. Ce qui exprime par défini- 
tion de la limite d'une fonction que lim f (x) n'existe pas. 

: x—0 


= Sin il vient 


4. La fonction f (x) — as admet au point x = 0 une 


6 
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limite égale à 1. En effet, prenons une suite quelconque de valeurs 
de l'argument x convergeant vers 0: lim x, = 0, x, = 0. En 


TA — 00 


vertu des théorèmes 2.7 à 2.9, on a alors 


. Te Th TTIn — 2e T1 —+ 00 n — 00 = 
Ï æn) = nn Tn — 1 lim ïn — 1 1 
n — 00 


Donc lim f(xr,) existe et comme elle ne dépend pas du choix 


nn — © 
de la suite {xr,}, on conclut aux termes de la définition de la 
limite d'une fonction que lim f(x) = 1. 


x—0 
5. La fonction de Dirichlet qui est égale à 1 pour les points 
rationnels et à O0 pour les points irrationnels ne possède de limite 
en aucun point r, de la droite numérique. En effet, la suite {f (x,)} 
tend vers 1 ou Ô selon que la suite {x,} convergeant vers x, est 
composée de points rationnels ou irrationnels. 
Il existe une autre définition de la limite d'une fonction. 


Définition 2. On dit qu'un nombre À est la limite d'une 
fonction f (x) en x = x, si pour tout nombre € > O il existe un 
nombre ô => 0 tel que pour tout xE À, x #zx,, satisfaisant 
l'inégalité | x — 17, | <ôonait | f (x) — A | <£. 

En signes logiques ceci s'écrit: 

Ve>0, 38>0,VrexX. rx, |x — ro | < 6: 
|f() — AÏ<eE. 


Signalons que les inégalités x  x,, | x — x, | << 6 sont équiva- 
lentes à la double inégalité O0 << | rx — x, | << 6. 

La première définition est basée sur la notion de limite d'une 
suite numérique. aussi l’appelle-t-on souvent définition dans le 
« langage des suites ». La deuxième définition s'appelle définition 
dans le « langage de €, Ô ». 

Théorème 4.1. Les définitions 1 et 2 de la limite d’une fonction 
sont équivalentes. 

Démonstration. 1) Soit À la limite d'une fonction 
f (x) en x, aux termes de la première définition. Montrons que À 
est la limite aux termes de la deuxième définition. Supposons par 
absurde que À n’est pas la limite de f (x) aux termes de la deuxiè- 
me définition. Cela signifie que ce n'est pas pour tout € > 0 
qu'on peut exhiber un à >> 0 tel que la double inégalité 0 << | x — 
— To | < Ô entraîne | f (x) — À | L €, c’est-à-dire qu'il existe un 
e = £9 >> 0 pour lequel on peut, quel que soit ô > 0, trouver au 
moins un point xÆ£x, tel que |r — zo | << 6, mais |f (x) — 
— À | € Pour Ô prenons successivement les nombres: 


" 1 1 1 


ES RUES Re 
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Alors : 
pour Ô = 1 il existe dans À un x, x, tel que [zx — x) | <1 
et | f(x)—A | > 80; 
pour Ô — 1/2 il existe dans X un x, æ x, tel que | ze — ro] 
< 1/2 et |f (te) — A 12 €; 
pour Ô = 1/3 il existe dans X un x, — x, tel que | z3 — x, | 
< 1/3 et |f(x) — A 12> €; 
pour ô = Â/n il existe dans X un x, # x, tel que | x, — xo | 
< n et |f(xz:) — À |12> €. 


On obtient en définitive une suite de points 
Li; Lo; La, ._. 7 Th) ._. + 


distincts de x, convergeant vers x, puisque | zx, — zo | <l:nr—+0 
lorsque rn—+ co. Donc aux termes de la première définition d une 
fonction, la suite {f (x,)} tend vers À. Donc pour &, on peut exhi- 
ber un entier tel que pour tout n > V l'on ait | f (x,) — À | < 
<< &,. Or ceci est impossible, puisque | f (x,) — À |> &, pour 
tout z,. Cette contradiction prouve que À est la limite de f (x) 
en z, aux termes de la deuxième définition. 

2) Supposons maintenant que À est la limite de f (x) en x 
aux termes de la deuxième définition. Cela signifie que pour tout 
e >> 0 il existe un ô > 0 tel que la double inégalité O0 << | x — 
— zn | < 6 entraîne |f (x) — À | LE. Montrons que À est la 
limite de f (x) aux termes de la première définition. Prenons une 
suite quelconque de points 


"AT Lo; La: . ee) Tno . ee 


convergeant vers Zo  Z,. Pour la valeur de 6 > 0 associée à € 
dans le cadre de la deuxième définition, il existe un entier V 
tel que pour tout n > N l'ona0<]|z, — ro | << 6. Mais paral- 
lèlement, aux termes de la deuxième définition, on aura | f (x,) — 
—AÀ | << &. Or, comme £est arbitraire, cela exprime que f (x,)—> À 
pour toute suite {r,} convergeant vers x, Æ r,. autrement dit 
le nombre À est la limite de f (x) en x, aux termes de la première 
définition. M 

On a ainsi établi l’équivalence des deux définitions de la limi- 
te d’une fonction et l’on peut se servir indifféremment de l'une 
ou de l’autre selon les avantages procurés dans la résolution des 
problèmes. 

Signalons que la définition 1 est la définition de la limite d'une 
fonction au sens de Heine *), la définition 2, au sens de Cauchy **). 


*) Heine Heinrich Eduard (1821-1881), mathématicien allemand. 
**) Cauchy Augustin Louis (1789-1857), mathématicien français. 
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2. Limite d’une fonction lorsque zx tend vers x, à gauche et 
à droite. On se servira ultérieurement des notions de limites 
à gauche et à droite d’une fonction qui se définissent comme suit. 


Définition 3. On dit qu'un nombre À est la limite à droite 
(resp. à gauche) d'une fonction f (x) en x, si pour toute suite {x,} 
convergeant vers x, par valeurs décroissantes (resp. croissantes), 
la suite {f (r,)} converge vers À. 

Ceci se note: lim f(r) = À (resp. lim f(x) — À). 

X — Xo+ X — Xo— 
Voyons à titre d'exemple la fonction f (rx) — sgn zx. Cette fonction 
admet une limite à droite et une à gauche au point x — 0: 
lim sgn zx = 1, lim sgn x — — 1. En effet, si f{r,} est 
x — 0+ x — 0- 
une suite quelconque convergeant vers O par valeurs positives, 


alors sgn x, — 1et lim sgnzx, — 1. Donc, lim sgn x = 1. 
ñn — X — 0+ 
On établit de façon analogue que lim sgn x — — 1. 


x = 0 
On peut donner une définition équivalente des limites à droite 
et à gauche en termes de £ et 6 : on dit qu’un nombre À est la limite 
à droite (resp. à gauche) d’une fonction f (x) en x, si pour tout 
e > 0 il existe un 6 >> 0 tel que pour tout x vérifiant la double 
inégalité z,<<rz<zo + Ô (resp. r —ôÔ<r<z,) l'on ait 
If) —AI<e. 
En signes logiques cela devient : 
Ve 0, 360, Vrz, x <r<zx + 
+ô(—8<z<a):lf(r —A1<e. 
Le théorème suivant établit un lien entre les limites à droite 
et à gauche et la limite d'une fonction. 


Théorème 4.2. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
fonction f (x) admette une limite en un point x, est l'existence et 
l'égalité des limites à droite et à gauche en ce point. 


Démonstration. Soit Jim f (x) = LL Î (x) = 
X—X0 


— À. Par définition de la limite : : ‘gauche et de Là limite 
à droite d'une fonction, pour tout £& >> 0 il existe des nombres 
ô, 0 et 6, > 0 tels que pour tout zx vérifiant la double inégalité 
To — Ü, Lr << ret tout x vérifiant la double inégalité x, < x < 
< Zo + 6, l'on a | f (x) — À | LE. Prenons ô — min {6,, ô.}. 
Pour tout x satisfaisant l'inégalité [x —r, | <ô, r#Æx,, on 
aura alors | f (rx) — À | < . Or ceci exprime d'après la défini- 
tion 2, que lim f(x) — 
<—Xx0 


Réciproquement, supposons que lim f (x) — À. En vertu- 
X—X9 


de la définition de la limite d'une fonction en Zo, pour tout 
e > 0 il existe un nombre 6 >> 0 tel que pour tout x vérifiant 
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l'inégalité |xz—r |<6, r#zr,, l’on a |f(x) — Al<eE. 
Donc |f (x) — A | Le aussi bien pour x —ê L<r<zxr, que 
pour Zzo < TZ To + Ô. Ce qui aux termes de la définition des 


limites à gauche et à droite exprime que lim f(x) = 
X-Xy— 
— lim f{x)= 4. 0 6 
X—Xo+ 


3. Limite d’une fonction à l’infini. Outre les notions de limite 
d'une fonction lorsque z— x, et de limites à droite et à gauche, il 
existe la notion de limite d'une fonction lorsque l'argument tend 
vers l'infini. ; 

Définition 4. On dit qu'un 
nombre À est la limite d'une fonc- 
tion f (x) lorsque z—> © si pour 
toute suite {x,} infiniment gran- 
de, la suite {f(x,)} converge 
vers À. 

On note ceci: lim f (x) — À 

: x 

Définition 5. On dit qu'un Fig. 48 
nombre À est la limite d'une fonc- 
tion f(x) lorsque z— + co (resp. — oc) si pour toute suite 
{z,} infiniment grande, la suite {f (x,)} converge vers À. 

On note ceci: lim f(x) = À (resp. lim f (x) — À). 


X— +00 X—>— 00 


Exemple. Soit f (x) = L. Cette fonction tend vers 0 lorsque zx 
tend vers l'infini. En effet, si {x, } est une suite infiniment grande, 
la suite {f (x,)} = {2} est infiniment petite d'après le théorè- 

n 


me 2.1, donc elle tend vers 0: Ju JL = 0 (fig. 48). 


Les définitions 4 et 5 sont duree dans le langage des suites. 
On peut produire des définitions analogues dans le langage de € 
et Ô et les écrire avec des signes logiques. Nous laissons ceci au 
soin du lecteur. A titre d'exemple formulons la définition de la 
limite d’une fonction lorsque z—+ + co. 


Définition 6. On dit qu'un nombre À est la limite d'une fonc- 
tion f (x) lorsque x—+ + si pour tout & > 0 il existe un nombre 6 
tel que pour tout x£€ X vérifiant l'inégalité x > 6 l'on ait 
|[fa)—AI<Ee. 
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$ 3. Théorèmes relatifs aux limites 
des fonctions 


La définition de la limite d'une fonction dans le langage des 
suites permet de transposer aux fonctions les théorèmes prouvés 
plus haut pour les limites des suites. Montrons ceci sur l'exemple 
de deux théorèmes. 


Théorème 4.3. Soient f (x) et g (x) des fonctions possédant en to 
des limites respectivement égales à B et C. Alors les fonctions f (x) + 
+ gx), { (x) £g (x) et Î ne. (C == 0) possèdent aussi en x, des limi- 
Les respectivement égales à B + C, BC et a 


Démonstration. Soit {x,} (x, — x,) une suite quel- 
conque de valeurs de x convergeant vers Zo- Les suites {f (x,)} 
et {g (th)} convergent vers B et C. D'après les théorèmes 2.7 
à 2.9 les suites {/ (rs) + € (en)}. (f(x) # (n)} et Uf (en (en) 
(C 7 0) admettent des limites respectivement égales à B + C, 
BC et B/C. Aux termes de la définition 1 de la limite d’une fonc- 
tion cela signifie que 


lim [f(2) +8()I=B+C, eo [f (2) 8 ()]= 80, 


Théorème 4.4. Supposons que des fonctions f (x), g (x) et h (x) 
sont définies dans un voisinage de x, sauf éventuellement en x, et 
que lim f(x) = lim (x) = À. Si par ailleurs f (x) g (2) << 

XX XX 
<h (x), alors : 
lim g(2)= À 
X—xQ 


Démonstration. Soit {xr:} (tr: + ïo) Une suite quel- 
conque convergeant vers t,. Les suites {f (x,)} et {hk (x,)} tendent 
vers À lorsque x, — x,, c'est-à-dire que f (x,)— À et h (x,)— À 
pour ñ7—> co. Par hypothèse, 


En) 8 Œn)< À (mn). 


D'où g (x,)—> À en vertu du théorème 2.11. Aux termes de la défi- 
nition 1 de la limite d'une fonction, cela exprime que 


lim g(x) = 4. 
X—XQ 
Remarque. Les théorèmes 4.3 et 4.4 sont valables aussi dans le 
Cas OÙ To = + 00. 
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$ 4. Deux limites remarquables 


L sin z 
lim — À. 


X— 0 
Considérons l’arc de cercle de rayon R — 1 intercepté par un 


angle au centre de mesure x en radians (o<r<+) (fig. 49). 


Alors 

OA=1, sinxz= MK, tgz= AT. (1) 
Il est évident que l'aire du triangle OA est strictement 
inférieure à celle du secteur OAW, laquelle est strictement 


. ? « . . OA. . {17 
inférieure à celle du triangle OAT, soit = ER CASA 2 


7, La relation (1) nous permet d'écrire cette double 


nr a sin z 
inégalité sous la forme 5 < 


< < = 


d’où 


es (2) 


En divisant par sinxzon trouve 
Sin Zz 


1> > COS Z, 


d’où 
0O< 1— 


sin z NE 4 cos. Fig. 49 
Vu que sin z <1, on a sin? +<sin +.Doncen tenant compte 
de la première inégalité (2), pour tout x compris entre 0 


TI 
et —- on a 


Re 
1{— cos x 2sin? = Fr <2sin+<?2 — =T. 


Ainsi 
sin z 


0<1—  ” 


pour 0 r< _. 


Prenons un & > 0 arbitraire et posons Ô — min {e, +) . Pour 
tout x tel que 0<<r<Ô, on aura x<e et par suite 


0<1— sin z SE |<e. 


_Sinz T 


— <<£e d'où |1— 
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® 


Ce qui exprime que 1 est la limite à droite de la fonction 


7 au point x—0: lim = 1. Remarquons maintenant 
nl x-0+ T 
que la fonction f (r) — = est paire, puisque f (— x) — A 2 


is — f(r). Donc la limite à gauche de la fonction = 


est ASS égale à 1 en x—0. Il en résulte en vertu du théorème 
4.2 que lim Mr 1. HE 
0 


Remarque. En utilisant les inégalités sin r << x et 1—cosr <r 
lorsque 0 << r << + obtenues ci-dessus, on démontre sans peine 


que lim cos x — 1 et limsinz—0. On laisse ceci au soin du lec- 
x—0 x—0 
teur. 


Cette limite permet le calcul de nombreuses autres limites. 


Exemple 1. Trouver lim IE, 


x—0 
Solution. Le théorème 4.3 ne passe pas, puisque le déno- 
minateur tend vers 0 lorsque x— 0. Transformons cette fraction : 


_ :n2 (x/2 
lim ue —— — Jim LME sn" Er?) = lim RE (72) sin (xr/2) — 
x—0 x—0 x—0 
li sin (x'2) 9 
= lim —— ou sin (r/2) = 1-0 = 0. 
x—0 tie — 0 
Exemple 2. Trouver lim Be à 
x—0 
Solution. On a 
_tgz : sinxz 1 __,.  sinxz };. — 1 
es x ni ZT  Cosr ou z . COST L+ 
; 5x 
Exemple 3. Trouver lim PRE 
x—0 
Solution. On a 
_ Sr 7. 5/4 5/4 _ 54 _yo 
. sin4r lim (sin 4r)/ (Gr) — Jim (sin 4zx)/ (4x) Lu 1,29. 


Montrons que lim (1 + +)°=e. On sait 
Xxoo TZ 


que lim (1+1/n)"=e (cf. chap. 2, $ 3, n°2). Supposons que 
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z>1. Posons nr ={[zr]; alors x—nr—+a, où n est un entier natu- 
rel et &«, un nombre vérifiant la condition 0OSaæ<'1. Puisque 


n£r<n+i, on a <+<— et 


en 
(14) <(! ++) <(t+ 2). 
Lorsque x —+ —- oc (n —>co) 


lim (1 ++) lim (1 ++) lim (1+ +)=et _ e 


SAS aps 
et 
lim (a+) 
D 
lim ( Fret) lim (14) r 


Il en résulte d’après le théorème 4.4 


lim (1 + +) =e. 


X— +00 
Supposons maintenant que x << —1; posons z — — y. Alors 
: 1 \X 1 \-v ;. 1 U 
uns 6) = lim (1— . = lim (1+ TS E 
mr 4 \v-1 7 1 ET 
= lim (1+ TE) it Du —r)=et=e 


lorsque z—> — oo. 
En combinant les deux cas, on obtient en définitive 


lim (1 ++) =e. E 


X 00 


Cette deuxième limite remarquable est aussi largement appli- 
quée dans le calcul des limites. 
Exemple 4. Calculer lim (1 + x)!/x, 
x—0 
b Solution. Faisons le changement 1/r = &. Il est alors 
évident que a— oo lorsque x—+ 0. Donc 


lim (+2)! = lim (1 + 1/a)° = e. 
x— @— 00 


Exemple 5. Calculer lim (1 + 3/x)°. 
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Solution. Posons x — 3. On voit que z—> oo avec t. 
Donc 
lim (+ 3/r)* = Jim (1+ 1/15 — 
{00 


= Jim{(1+ 1/6) (1 + 1/8 (1 —1/4)] — 
{00 
= Jim ({+ 1/6) lim (1 + 1/0)f lim ({+1/'=e.e.e = es. 


Exemple 6. Calculer lim Eee, 
x—0 


Solution. Transformons cette fraction comme suit: 


Lim ge UT — ]im [Z log, (1 +2) | == 


x0 T x=0 — 


= lim log, (1+x)!/*= log, [lim (1 + x)!*]. 
X—0 Xx—0 


Or lim({+z)/*—e (cf. exemple 4). Donc lim ose (+9 — 
Le In (1+ 2) ne 
L 


— log,e. En particulier, lim 
x—c 


= 1 lorsque a—e. 


$ 5. Infiniment petits et infiniment grands 


1. Infiniment petits. 


Définition 1. On dit qu une fonction f (x) est une fonction 
infiniment petite (ou. simplement, est un infiniment petit) en 
un point x = x, (ou lorsque x—+ x,) si lim f(x) = (0. 

x 


x 

On définit de façon analogue les infiniment petits lorsque 
T— + 0, I Lo — et T— Lo +. 

On peut donner une définition équivalente en termes de e et Ô: 
on dit qu'une fonction j (x) est un infiniment petit en un point 
z = x, Si pour tout £ >> 0 il existe un ô > 0 tel que pour tout 
zEX, zHzro, vérifiant l'inégalité |z—z, | << 6 l'on ait 
|f (æ) | Le; en signes logiques cela devient: 

Ve 0, 30, VrEeX, zÆzo |z —2o | <6;lf (x) | <e; 
et en termes de suites: on dit qu'une fonction f (x) est un infini- 
ment petit en un point x = x, si pour toute suite {z,}, Zr Æ To, 
convergeant vers ro, la suite {f (x,)} est un infiniment petit. 

On a le théorème suivant. 


Théorème 4.5. Pour que lim f(x) = À, il est nécessaire 
X—X0 


et suffisant que la fonction 
a (x) = f (x) — À 


soit un infiniment petit pour z—+ xo. 
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Démonstration. Nécessité. Supposons que lim f (x) = 


XX 

— A. Considérons la différence f(x) — À = @ (x) et montrons 
que œ (x) est un infiniment petit lorsque x— x,. En effet, 
chacune des fonctions f (x) et À tend vers À lorsque x— x,. Donc 
en vertu du théorème 4.3 
lim @œ (x) = lim [f (x) — AÏ = limf (x) — lim À = 4 — A = 0. 
Z—Xx0 X—-Xg X—Xy XX 

Suffisance. Supposons que f (x) — À = « (x), où & (x) est un 
infiniment petit lorsque z—zx,. Montrons que lim f (x) = À. 


Puisque f (x) = À + & (x), il vient X—Xo 
lim f(x)= lim(A+aæ(z)]= lim A+ limaæ(z)=A4+0—= A. 0 
X—X0 X—x0 x—x0 x—xQ 


Le théorème 4.5 nous donne la possibilité de représenter les 
fonctions possédant une limite égale à À en zx = x, sous la forme 
spéciale : 

f(x) = A+a(x), où lim &(x) =0. 


X—x0 


Ceci étant, on dit que la fonction j (x) diffère de À d'un infiniment 
petit au voisinage du point x,. 

Les fonctions infiniment petites sont douées des mêmes pro- 
priétés que les suites infiniment petites. On a le théorème suivant. 


Théorème 4.6. La somme algébrique et le produit d'un nombre 
jini d'infiniment petits ainsi que le produit d'un infiniment petit 
par une fonction bornée sont des infiniment petits. 

Ce théorème résulte directement de la première définition de 
la limite d’une fonction et des théorèmes 2.2 à 2.4. 

Tout ce qui a été dit au sujet des infiniment petits lorsque 
z— x, reste en vigueur lorsque z—+ + ©, z—> I — , x xs +. 


2. Infiniment grands. 

Définition 2. On dit qu'une fonction f (x) est une fonction 
infiniment grande (ou, simplement, un infiniment grand) en un 
point x — x, (ou lorsque z— x,) si pour tout & > 0 il existe 
un Ô > 0 tel que pour tout rE À, rx # ro, vérifiant la condition 
Iz —z | <6, l'on ait [f(x) | > e. 

Dans ce cas on écrit lim f(x) — et on dit que la 


XX 
fonction f (x) tend vers l'infini lorsque x tend vers x, ou encore 
qu'elle possède une limite infinie en x = x. 
Si f(x)>e (resp. f (x) < — €), on écrit lim f(x) — 


X—x 
—= + oo (resp. lim f(r) — — ) et on dit que la fonction 
XX 


/ (x) admet en z, une limite infinie égale à + oo (resp. — oo). 
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En signes logiques la définition 2 s'écrit: 
Ve => 0, 35>0,VrEX, zx, |z — ro | <6: 
If&I>e. 
Les limites infinies à droite et à gauche 
lim f(xz)= +o, lim f(r) = — 0, 


x—x0+ xxo+ 
lim f(rx)= +o, lim f(r)= — 
X—Xxo— X—Xx0— 


se définissent par analogie avec les limites homologues finies. 
Ainsi, on écrit lim f(x) = + o si pour tout e >> O il 


X—xo+ 
existe un Ô > 0 tel que pour tout x E X vérifiant la double iné- 
galité z0 << zx << to + Ô, on a f(x) > e. En écriture logique: 


Ve > 0, 345 >0, VrexX,r <rz<zro +0: f(x) > e. 


En termes de suites cette définition se formule comme suit: 


lim f(x) = + si pour toute suite {x,} convergeant vers 
X—Xo+ 

Zs Par valeurs décroissantes, la suite {f (x,)} est un infiniment 
grand positif. 

La définition rigoureuse des autres limites est laissée au soin 
du lecteur. 

On définit de façon analogue les infiniment grands lorsque 
Z— 00, x—> + co. Par exemple, on dit qu'une fonction f (x) est 
infiniment grande lorsque x2—> œ si pour tout € >> 0 il existe un 
ô > 0 tel que pour tout x € X vérifiant l'inégalité | x | > 6, on 
ait |f (x) | > €. On note ceci: lim f(x) = oo. 


En signes logiques cette définition ‘s'énonce : 
Ve => 0, 36 >0, VrexX,Ir|=—6:1f(x)| > e. 
Si f(x) > e (resp. f (x)  — €), on écrit lim f (x) = + oc 
(esp. lim  f (+) = — œ). Hi 


X—00 

On laisse au lecteur le soin de formuler la définition d'un 
infiniment grand lorsque z—> + oo. 

Montrons en conclusion qu'entre les infiniment grands et les 
infiniment petits nous avons la même relation qu'entre les suites 
infiniment grandes et les suites infiniment petites, autrement dit 
l'inverse d’un infiniment petit est un infiniment grand et vice 
versa. 

En effet, supposons que lim f(x) =0 et f(x) 0 pour 

X +20 


z x). Montrons que lim 5 = ©: Donnons-nous arbit- 
X—X0 

rairement æe >> 0. Puisque jf (x) est un infiniment petit en zx, 

pour le nombre 1/e il existe un ô > 0 tel que pour tous les x € X 
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vérifiant la double inégalité 0<|rz—z, | <ôona|f(r) | < 
< 1/e. Mais pour ces x on a alors | 1/f (x) | > &, c'est-à-dire que 
1/f (x) est un infiniment grand en x = 24. .D. 

La réciproque est laissée au soin du lecteur. 


$ 6. Comparaison des infiniment petits 
et des infiniment grands 


Comme déjà prouvé, la somme, la différence et le produit 
d’infiniment petits sont des infiniment petits. Ceci n'est générale- 
ment pas vrai du quotient: la division d’un infiniment petit par 
un autre nous conduit à des résultats différents. Par exemple, si 
a (x) = zx, B(x) = 2r, alors 


ns fes OO, lim B@ = lim z=(. 
x-0 PU) x-0 7 x—0 a@ x 0 


Considérons les règles de comparaison des infiniment petits. 

Soient «& (x) et f (x) des infiniment petits en zx — x, Alors 

1) si lim 4 

) si mn Bt 
supérieur à B (x) (on dit aussi que «& (r) a un ordre de petitesse 
supérieur à B (x) lorsque x— x); 

2) si lim Se — A0, œ(x) et (x) sont des infiniment 

X—xo 
petits du même ordre; 

3) si lim ee — 1, a(x) et f(x) sont des infiniment petits 

X—X0 
équivalents. L'équivalence se note: &œ(x) — B (x). 

Dans certains cas il ne suffit pas de savoir qu'un infiniment 
petit est d'ordre supérieur à un autre, il faut encore connaitre 
l’ordre. C'est pourquoi on introduit la règle suivante: 

4) si lim n me 4% 0 (x) est’ un infiniment petit d'or- 
dre n (par rapport à B(x)). 

Les règles de comparaison des infiniment petits lorsque x— co, 

z— + © et z— x, à droite et à gauche sont identiques. 


=0, &œ(x) est un infiniment petit d'ordre 


Exemples. 
1. Les fonctions sin x et x sont des infiniment petits équiva- 
lents lorsque z —— 0, puisque lim = — 1. 


x—0 
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2. Les fonctions sin 3x et sin x sont des infiniment petits du 
même ordre lorsque x— 0, puisque 


SRE 2 Jim EG 3 Jim SE lim —— 3. 
x-0o SInT x-0 (sSinz}/z xe0 À x Sinz 


3. La fonction «& (x) — 1 — cos x est un infiniment petit 
d'ordre deux par rapport à z lorsque x—- 0, puisque 


lin 1— cos z .—. 2 sin? (x/2) ee fin sin (7/2) ) = 1 


2 RÉ e 
x—+0 x—0 € x—0 z/2 2 


On se sert souvent du symbole o (lire « o petit ») pour comparer 
les infiniment petits. Si en un point x, une fonction & (x) est un 
infiniment petit d'ordre supérieur à un infiniment petit B (x), on 


note ceci: 
a (x) = 0 (B (x)). 
Si des fonctions «& (x) et B (x) sont des infiniment petits en un 


point zo, la fonction & (x) B (x) est d'un ordre de petitesse supé- 
rieur à celui de chaque facteur. En effet, 


. . &@(nB(z) _ _ 
TT en 
done. a (2) B(z) = o(B(&), & (28 (E) = 0 (a (). 
Si a(r) — a(x) et mB,(x) lorsque x — zx, et si 
j & (x) 1 (x) | 
se LE) existe, il en est : même de .n BG) et de plus 


lim RE = Jim ee . En effet, 
xx P1 X—XQ 


œ(2) _ fat) a) BD 71. 
Lin GG) = lim[Ss Pa h@ 
DH mi . at) BG) 
= D Rio 


: œ(r) y _ je. at) 
CT 


Cette proposition simplifie le calcul des limites dans de 
nombreux cas. 


sin 5x 
z+as ° 


Solution. Pie sin 5x = 5x et x + 2° — x lorsque 
z— 0, on a 


Exemple. Calculer . 


s in 57 Û 5x 
] SE = him 5. 
+ 2p z+2 x=0 TZ 


Les règles de comparaison des infiniment grands sont identi- 
ques. 
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Etudions quelques exemples. 


1. Les fonctions & (x) = (1 + x)/x et f (x) = 1/z sont des 
infiniment grands équivalents lorsque z—>0, puisque 


ï a (x) 
no) 


On dit encore que « (x) et B (x) sont du même ordre de croissance 
lorsque z—+ 0. 

2. La fonction & (x) = xz° + 4 est un infiniment grand d'ordre 
inférieur à B (x) = z$ — 2 lorsque z— oc (admet un ordre de 
croissance inférieur), puisque 


= Jim (+z)= 1. 
x—0 


D pin 2 Jim LEE 2 Jimi 
os B (x) - 2 232 re z— 2j = lim = 


3. Les infiniment grands « (x) = 21° LA et B (x) = 2° — 1 
sont du même ordre de croissance, puisque 

. 24  .  2+4/rt 

ner ni ve 

4. La fonction @ (x) = xt + x + 1 est un infiniment grand 

d'ordre deux par rapport à l'infiniment grand $ (x) = 1° + 1 

lorsque x—> co, puisque 
. Zi+z+i y. zizi  _ ).  1+1/28+ 1/28 
bmp ND part Eee 


= 2. 


$ 7. Notion de continuité d’une fonction 


La notion de continuité d’une fonction est fondamentale en 
analyse mathématique. 


1. Définition de la continuité d’une fonction. Soit f (x) une 
fonction définie dans un voisinage d un point x. 


Définition 1. On dit que la fonction f (x) est continue au point x, 
si elle est égale à sa limite en ce point, autrement dit si 


lim f(2) = 1 (ro) *). (1) 


Puisque lim x = z,, la relation (1) peut être mise sous 
XX0 
la forme 


lim f(r)=#f( lim x), 

X—X9 X—X0 

autrement dit, si une fonction est continue, les symboles f et lim 
sont permutables. 


—— - 


*) De la définition il s'ensuit que si une fonction est continue en xo, 
elle est définie en ce point, c'est-à-dire que f (x) existe. Remarquons que 
ceci n'était pas exigé dans la définition de la limite d’une fonction en xs. 


7—01561 
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La continuité d'une fonction se définit de manière équivalente 
dans le langage des suites: on dit qu'une fonction f (x) est conti- 
nue en un point x, si pour toute suite {x,} de valeurs de x conver- 
geant vers zo, la suite {f (x,)} des valeurs respectives de la fonction 
Î (x) converge vers f (xo). 

Formulons la définition de la continuité d’une fonction en 
termes de € et 6. 


Définition 2. On dit qu'une fonction / (x) est continue en un 
point x, si pour tout € > 0 il existe un ô > 0 tel que pourtout zx 
vérifiant la condition [x —zx,| << 
l’on ait | f (x) — f(xo) | << €. 

L'équivalence de ces défini- 
tions est évidente. 

En signes logiques la défini- 
tion 2 s'écrit: 

Ve > 0, 3 >0, Vrex, 

[T — Zo IKÔ:1 f (x) —f (to)|< €. 


Si lim f(x) = f (xo) (resp. 


X—eXo+ 


lim f(x) = f(to)), la fonc- 
XX0o— 
tion f (x) est dite continue à droite (resp. à gauche) au point 
Zo- Si la fonction jf (x) est continue à droite et à gauche en zx,, 
elle est continue en x,. En effet, dans ce cas elle est égale à sa limi- 
te en ce point d'après le théorème 4.2. 
Citons encore une définition de la continuité qui en fait est 
calquée sur la premiére. 
Faisons passer f (x.) sous le signe lim dans (1). Les conditions 
z— Zo et x — xo—> O étant équivalentes, on a 


lim [f(2) —f(x)l=0. (2) 
X—xp—0 


La différence x — x, s'appelle accroissement de l'argument x en x 
et se note Az, la différence f (x) — f (x), accroissement de la 
fonction en x, correspondant à l’accroissement Azx de l'argument 
et se note Ay. Donc 


Az = x —20, Ay = f (to + Az) — f (to): 


Signalons que si x, est fixe, l'accroissement Ay est une fonction 

de Azx. La signification géométrique des accroissements est évi- 

dente (fig. 50). Dans les nouvelles notations, l'égalité. (2) devient 
lim Ay=0. (3) 
Ax—0 

La relation (3) nous suggère encore une définition de la continuité 

d'une fonction. 
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Définition 3. On dit qu'une fonction f (x) est continue en un 


point x, si son accroissement en ce point est un infiniment petit 
lorsque Ax —+ 0. 


La dernière définition est parfois plus commode à l'usage. 


2. Opérations arithmétiques sur les fonctions continues. 
Théorème 4.7. Si f (x) et g (x) sont des fonctions continues en x,, 


il en est de même des fonctions f (x) + g (x), f (x) g (x) et ÎC) 


g(x) 

(dans le dernier cas sous réserve que g (xs) Æ O). 
Démonstration. Puisque les fonctions f (x) et g (x) 
continues en z, admettent en ce point des limites égales à f (x) 
et g (xo), les fonctions f (x) + g (x), f (x) g (x) et ee admettent 


aussi d'après le théorème 4.3 des limites Me sont respectivement 
égales à f (to) + £ (to); f (to) & (to) et le. Mais ces quantités 
sont égales aux valeurs prises par ces Éneuione en Z,. Donc les 


fonctions f (x) + g£g (x), f (x) g (x) et 2? sont continues en x, 
aux termes de la définition 1. 


$ 8. Continuité de certaines fonctions élémentaires 


Une importante propriété des fonctions élémentaires est leur 
continuité en chaque point au voisinage duquel elles sont définies. 
Vérifions ce fait sur l’exemple de quelques fonctions en utilisant 
la définition de la continuité d’une fonction en un point et le 
théorème 4.7. 

1. Continuité des fonctions rationnelles. Un exemple élémen- 
taire de fonction continue en tout point x, de la droite 
est la fonction constante f (x) — C. En effet, ne f (x) = C = f(x) 


(cf. exemple 1, $ 2), autrement dit Ja fonction constante est 
continue en tout point de la droite numérique. 

Est continue aussi en tout point de la droite numérique la 
fonction f (x) = x, puisque lim = Zo = f (to) (cf. exem- 


LZ— 
ple 2, $2), c'est-à-dire que la limite de cette fonction est égale 
à sa valeur en ce point. De ce qui précède et du théorème 4.7 il 
résulte que les fonctions z° — zx, 2° — x°-x, 21— 1x.xr, ... 
..., æt = zt"l.x (n est un entier naturel) sont continues en 
tout point zx. 


On sait que la fonction f (x) = zx” s’appelle fonction puissance 
et la fonction 


P (a) = Cor + Cr + Cor +... + Cruz + Ch, 


où nr => 0est un entier et Co, C1, . - ., C, des nombres arbitraires, 
fonction polynôme. 


7e 
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Chaque terme 
Con CT RCE ris C: 


est le produit de deux fonctions continues (une fonction constante 

et une fonction puissance). Ïl est continu en tout point x d’après le 

théorème 4.7. Le polynôme P (x) est donc la somme de fonctions 

continues en tout point x et par suite est continu en tout point x. 
La fonction rationnelle 

_ P( 

R@=TG 


où P (x)et Q (x) sont des fonctions polynômes, est continue en tout 
point en lequel Q (x) Æ 0 (partout sauf aux zéros de Q (x)) en 
tant que quotient de fonctions continues. 

Ainsi la fonction R(r)= +71 


z— 1 
les points zx distincts de + 1. 


est continue en tous 


2. Continuité des fonctions circulaires. Considérons les fonc- 
tions circulaires sin x, cos x, tg x, cotg x, sec zet cosec x. Montrons 
que la fonction sin x est continue en tout point x. Utilisons pour 
cela la définition 3 de la continuité d'une fonction. En faisant 
subir l’accroissement Az à x, on obtient l'accroissement 


Ay = sin (x + Az) —sinz 


ou 


Ay=2cs(r+%) sin <.. 


En faisant tendre Ax vers 0, on trouve 


us er [ cos (z ++) sin | = 0, 


puisque [cos(x+Azx/2)| 1, 


: ... x ë sin(Az/2) .. Az _1 4  }: 2 
PR er 
et le produit d'une fonction bornée par un infiniment petit est un 
infiniment petit. La fonction sin x est donc continue en tout 
point zx. 
La continuité de la fonction cos x en tout point z se prouve de 
façon analogue. 


La continuité des fonctions sin x et cos x entraîne en vertu 
PURE | sin z 

du théorème 4.7 celle des fonctions tg x — y SCT = ———— 

COS z COS ZT 

en tous les points où cos zÆ0, c'est-à-dire en tous les points 


excepté les points T=+- + nn, et celle des fonctions cotgr=— 
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cos z 1 : , : 
= et cosec z=—— en tous les points excepté les points 
Sin z Si ZT 


z=nx (n=0, +1, +2,...). 


3. Continuité de la fonction f (x) = | z |. La fonction f (x) — 
— |zx | dont la courbe est représentée sur la figure 51 est définie 
et continue en tout point de la 
droite numérique. En effet, elle y 
est continue en tout point de la 
demi-droite JO, + œf, puisque 
f(xz)= x pourz >0(cf. n°1). Elle 
est aussi continue en tout point 
de la demi-droite] — co, O[, puis- 


que f (x) = — x pour x<<O0et 
on peut la représenter comme le 0 À 
produit de deux fonctions conti- Fig. 51 


nues, les fonctions —1 et x, et 

lui appliquer le théorème 4.7 de 

continuité d’un produit. Pour établir la continuité de la fonction 
| x | en x = 0, calculons les limites à droite et à gauche en x = 0: 
lim |[xz|— lim (—zx)=— lim z=0; lim |r|—= lim x=0. 
x—æ0— xæ0— X—0-— x—0+ x+0+ 

La fonction | x | admet en x = 0 des limites à droite et à gauche 

qui sont égales entre elles et à sa valeur en x = 0. Il en résulte 

que la fonction | x | est continue en zx — 0 et par suite en tous les 

points de la droite numérique. 

Donc les fonctions envisagées sont continues en tout point au 
voisinage duquel elles sont définies. Le théorème 4.7 de continui- 
té de la somme, de la différence, du produit et du quotient nous 
permet d'affirmer que les fonctions obtenues à l’aide d'un nom- 
bre fini d'opérations arithmétiques sur des fonctions continues 
sont continues en chaque point au voisinage duquel elles sont 
définies. 

On dira qu une fonction f (x) est continue sur un intervalle 
Ja, bl si elle l'est en tout point de cet intervalle; continue sur un 
segment [a, b] si elle l’est sur l'intervalle Ja, bl, en a à droite et 
en b à gauche, c'est-à-dire que 


sn PT (0) et lim f()= 70). 


$ 9. Classification des points 
de discontinuité d’une fonction 


1. Définition et classification des points de discontinuité d’une 
fonction. 


Définition. On dit qu'un point x, est un point de discontinuité 
d'une fonction f (x) si f (x) n’y est pas continue. 
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Les discontinuités des fonctions sont de deux espèces. 


Discontinuité de première espèce. On dit qu’une fonction 
Î (x) présente une discontinuité de première espèce en un point x, 
ou encore que x, est un point de discontinuilé de première espèce 
si f (x) admet en ce point des limites à droite et à gauche qui ne 


sont pas égales: 
lim f(x) lim f(x). 
X—Xo+ XX — 

Exemple. La fonction f (x) — sgn x présente une discontinuité 

de première espèce (cf. fig. 46) en x — 0, puisque lim sgnz = 1, 
x—0+ 
lim senzxz — — {. 

X—+0-— 

Discontinuité de deuxième espèce. On dit qu’une fonction 
Î (x) présente une discontinuité de deuxième espèce en un point x, 
ou encore que zx, est un point de discontinuité de deuxième espèce 
si l’une au moins de ses dérivées à droite et à gauche en x, n'existe 
pas ou est infinie. 


Exemple. Le point x=0 est un point de discontinuité de 
deuxième espèce pour la fonction f (9 = + (cf. fig. 48), puisque 


lim - + oo et lim D. 

x0+ 7 x—0— 

2. Fonctions continues par morceaux. On dit qu'une fonction 
f (x) est continue par morceaux sur un intervalle \a, b] si elle est 
continue en tous les points intérieurs de la, b] à l'exception 
éventuellement d'un nombre fini de pointsen lesquels elle présente 
des discontinuités de première espèce, et si elle admet une limite 
à droite en a et une à gauche en b. 

Une fonction est continue par morceaux sur la droite numérique 
tout entiere si elle l’est sur tout segment de cette droite. 


Exemple. La fonction f (x) — | xl est continue par morceaux 
sur toute la droite numérique. Le graphique de la fonction 
f (x) = [xl est représenté sur la figure 52. La fonction [xlest 
continue à droite et discontinue à gauche aux pointsz — n (nr = 0, 
+1, +2,...). En tous les autres points elle est continue aussi 
bien à droite qu à gauche. 


$S 10. Propriétés fondamentales des fonctions continues 
1. Théorème de stabilité du signe d'une fonction continue. 


Théorème 4.8. Si une fonction f (x) est continue en un point x, 
en lequel elle ne s'annule pas, il existe un Ô-voisinage de x, dans 
lequel elle est du même signe que f (xs). 
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Démonstration. Supposons que f (x) > 0 (fig. 55). 
Alors en vertu de la définition 2 de la continuité d’une fonction, 
pour tout & >> 0 il existe un Ô > 0 tel que | f(x) — f(x) | < & 


J 


| 
[e) 
| 
N 
_ | 
_ 
_ 
Messie 


id |: . 
RTE - 3 —0 Xo Xo+ô 
Fig. 52 Fig. 53 


pour tout x vérifiant ka condition | x — x, | << ô ou, ce qui est 
équivalent, tel que 


f (Go) — E <f (2) <f (&) + € (1) 


pour tout x € }r, — Ô, x à + ôl. Prenons € = f (x,). De l’inéga- 
lité de gauche (1) on déduit que f (x) > 0 pour tout x €lx, — 6, 
zo + ôl. C.Q.F.D. 

Si f(zo) <0, considérons la fonction — f (x). Puisque 
— f (2x0) > 0, d'après ce qui vient d’être prouvé, il existe un 
ô-voisinage du point x, dans le- 
quel — f(x) > 0 et par suite 
f(x) <0. M 


2. Passage d’une fonction con- 
tinue par toute valeur intermé- 
diaire. Considérons le théorème 
de changement de signe d’une 
fonction continue. 


Théorème 4.9 (premier théo- Fig. 54 
rème de Bolzano-Cauchy) *). Si 
une fonction f (x) est continue sur un intervalle |a, b] aux bornes 
duquel elle prend des valeurs de signes contraires, il existe un point 
c € Ja, bl en lequel f (c) = 0. 

Démonstration. Supposons pour fixer les idées que 
(a) < 0 et f (b) > 0 (fig. 54). Divisons le segment [a, b] en deux. 


*) Bolzano Bernard (1781-1848), mathématicien tchèque. 
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Si la fonction f (r)s'annule au milieu du segment {a, b], le théorème 
est prouvé. Sinon choisissons celui des segments obtenus aux bor- 
nes duquel Ia fonction f (x) prend des valeurs de signes contraires, 
désignons-le par [a,, b,] et partageons-le en deux. Si la fonc- 
tion f (x) s’annule au milieu du segment [a,, b,], le théorème est 
prouvé. Sinon choisissons celui des segments obtenus aux bornes 
duquel f (x) prend des valeurs de signes contraires et désignons-le 
par la,, b.]. Si l’on poursuit cette procédure, soit la fonction f (x) 
s'annulera au milieu d'un seg- 
ment [a,, b,] et le théorème sera 
prouvé, soit on obtiendra une 
suite 


la, b]= [a,, b,]2 [a,, b.] =... 
ste bles. 


de segments emboïtés tels que 
b, — a, = (b — a)/2" —+ 0 lors- 
que 72—+> oo et aux bornes de 
chacun desquels f (x) prend des 
valeurs de signes contraires. 

D'après le théorème 2.13 des segments emboîïtés. il existe un 
point c intérieur à tous ces segments. Montrons que f (c) = 0. 
En effet, si l’on admet que f (c) > 0, il existe d'après le théoré- 
me 4.8 un voisinage du point c dans lequel f (x) > 0. Pour n 
assez grand, le segment [a,, b,] sera contenu dans ce voisinage 
et l’on aura f (x) > 0 sur [a,, b,]. Ce qui contredit le fait que f (x) 
prend des valeurs de signes contraires aux bornes de [a,, b,]). On 
démontre de même que f (c) ne peut ètre strictement inférieur à 0. 
Donc f (c) — 0. De plus il est évident que c € la, bl. 


Fig. 55 


Ce théorème admet une interprétation géométrique simple: 
toute courbe continue coupe l'axe des abscisses en passant d'un 
demi-plan (supérieur ou inférieur) à l’autre. 

Considérons le théorème de passage d'une fonction continue 
par toute valeur intermédiaire. 


Théorème 4.10 (deuxième théorème de Bolzano-Cauchy). S£ 
une fonction f (x) est continue sur un intervalle (a, b], f (a) = À, 
{(b) = Bet C est une valeur comprise entre À et B, alors il existe 
un point c € [a, b] tel que f (c) = C. 

En d’autres termes, en passant d'une valeur à une autre une 
fonction continue prend toutes les valeurs intermédiaires. 

Démonstration. Supposons pour fixer les idées que 
A<Bet À <C<B (fig. 55 où il faut inverser la position de 
A et PB). Considérons la fonction auxiliaire 


p(t)=/f() —c. 
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Cette fonction est continue sur [a, b] et prend des valeurs de signes 
contraires aux bornes: 


ge @)=f(@)—C=A-C<0, 
(bb) =fb)}—-C=B—-C>0. 


D'après le théorème 4.9, il existe un point c € la, bl tel que 
@(c)=f()—C—=0. D'où f()=C. M 


Corollaire. Si une fonction f (x) est définie et continue sur un in- 
lervalle X, son ensemble des valeurs Y est aussi un intervalle. 

Avant de prouver ce corollaire, introduisons la notion de bor- 
nes d'une fonction. Soient y = f (x) une fonction définie sur X ; Y, 
son ensemble des valeurs. Si l’ensemble Ÿ est majoré (resp. mino- 
ré), il admet une borne supérieure (resp. inférieure). La borne 
supérieure (resp. inférieure) de l’ensemble Y s'appelle borne 
supérieure (resp. inférieure) de la fonction y — f (x) sur l'ensemble X 
et se note sup f (x) (resp. inf f (x)). 

X 


La définition de la borne supérieure (resp. inférieure) peut. 
encore être formulée dans les termes suivants: 

On dit qu’un nombre AJ (resp. m) est la borne supérieure (resp. 
inférieure) d’une fonction y — f (x) sur un ensemble X si sont 
remplies les deux conditions suivantes: 

1) f (x) < M (resp. f (x) > m) pour tout x € X; 

2) pour tout nombre M°< M (resp. m' > m) il existe un 
point x E X tel que f(x’) > M° (resp. f (x') < m'). 

La première de ces conditions exprime que M (resp. m) est un 
majorant (resp. minorant) de la fonction y = f (x) sur X, la deu- 
xième que M (resp. m) est le plus petit (resp. le plus grand) des 
majorants (resp. minorants) de la fonction, c'est-à-dire la borne 
supérieure (resp. inférieure). 

Si l'ensemble Y n'est pas majoré (resp. minoré), on écrit 
SUP Ï (x) = + oo (resp. inf / (x) = — co). Dans ce cas pour 


X 
tout nombre À il existe un point zx’ € X tel que f (x) > À (resp. 
f (x) < À). 

Prouvons maintenant le corollaire du théorème 4.10. 
Démonstration. Soientm — inf f (x), M — sup f(x). 
x 


X 
Prenons trois valeurs y,, y et y, de Ÿ telles que 
mL Y  LY LYIK M 


(si M — + oo (resp. m = — œ),on prend y; << M (resp. m < 
< ÿ1)). L'existence de telles valeurs de la fonction f (x) résulte 
de la définition des bornes d’une fonction. D'après le théorème 4.10 
des valeurs intermédiaires d'une fonction continue, il existe un 
point x tel que f (x) — y. Donc, l'ensemble Ÿ est un intervalle 
(fini ou infini) d'extrémités m et À], ouvert ou fermé selon les cas. M 


106 FONCTIONS D'UNE VARIABLE [ CH. IV 


3. Théorème de limitation d’une fonction continue sur un 
segment. On rappelle qu’une fonction f (rx) est bornée sur un 
intervalle [a, b] s'il existe un nombre 47 > 0 tel que pour tout 
zEla, blona |f(x)|< M ou — M<Lf(rx) L M, c'est-à-dire 
que le graphique de la fonction f (x) est situé dans la région inté- 
rieure aux droites y — M et y — — M (fig. 56). 


Théorème 4.11 (premier théorème de Weierstrass) *). Une 
fonction f (x) définie et continue sur un intervalle (a, b] est bornée 
sur cet intervalle. 

Prouvons préalablement le lemme suivant. 


Lemme. Une fonction f (x) continue en un point x, est bornée 
dans un voisinage de ce point. 

Démonstration. Soit € — 1; d'après la définition 2 
de la continuité d’une fonction en un point, pour cette valeur de € 
il existe un ô > 0 tel que | f (x) — 
— f (x,) | 1 dans un ô-voisina- 

de xs. Cette inégalité nous 
donne | f(z)| = | ( (x) —f (zo)) + 
+ f Go) 1 1f @) — f (&o) | + 
+] (Go) 11 + 17 (o) | c'est- 
à-dire que | f (x) | << M, où M = 
—4{ + |f(xo) |. D'où il résulte 
que la fonction f (x) est bornée 
dans un ô-voisinage du point x,. M 

Démonstration du 
théorème. Supposons par 
absurde que la fonction f (x) n'est pas bornée sur l'intervalle [a, b]. 
Divisons l’intervalle [a, b]l en deux. Sur l'un au moins de ces 
segments que l'on désignera par {a,, b,l la fonction f (x) n’est pas 
bornée (sinon elle serait bornée sur [a, b]). Divisons [a,, b,len 
deux et désignons par [a,, b.] le segment sur lequel f (x) n’est pas 
bornée. En poursuivant cette procédure, on obtient une suite 


Fig. 56 


la, b]= La,, b,1= [a,, b,13 ...3 [a,, b,1= ... 


de segments emboîtés sur chacun desquels f (x) n'est pas bornée 
b— 
et tels que b, — a, — r —+ 0 lorsque n—+ oo. 

D'après le théorème 2.13 des segments emboîtés, il existe un 
point c intérieur à tous ces segments. La fonction f (x) est par 
hypothèse définie et continue en c, donc en vertu du lemme 
prouvé elle est bornée dans un voisinage du point c. A partir d’un 
certain » assez grand ce voisinage contiendra des segments [a,, b,| 


sur lesquels la fonction f (x) est aussi bornée. Ceci contredit le 


*) Weierstrass Karl (1815-1897), mathématicien allemand. 
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fait que f (x) n’est pas bornée sur chaque segment emboîïté. Cette 
contradiction prouve le théorème. M 


Remarque. Le théorème est mis en défaut si l’on remplace 
l'intervalle [a, b] par l'intervalle Ja, bl. Par exemple, la fonction 


Îf (x) = est continue sur J0, 1[ mais pas bornée, . puisque 
lim 2 = + oo. La démonstration du théorème ne « passe 


x+0+ e r À L 2 e- L1 
pas » là où on affirme que la fonction est définie et continue au 


Fig. 58 


point c. Si l'intervalle est ouvert, le point c risque d’être confondu 
avec l’une de ses extrémités et la fonction f (x) ne sera pas définie 
et continue en c. 


4. Théorème d'atteinte des bornes d’une fonction continue 
sur un intervalle. Lorsque les bornes d’une fonction sont des 
valeurs de cette fonction. on dit qu'elle atteint ses bornes. Tout 
ensemble ne contient pas ses bornes (cf. formule (1), chap. I, 
théorème 1.1). L'exemple suivant montre qu'une fonction n'’at- 
teint pas toujours ses bornes. 

Soit donnée sur l'intervalle [0, b], b > 1, la fonction f (x) — 
= z — [x] dont le graphique est représenté sur la figure 57. Son 
ensemble de valeurs est l'intervalle [0, 1[. Cette fonction possède 
une borne supérieure égale à 1 et une borne inférieure égale à 0. 
Il est évident que f (x) prend la valeur O0 mais pas la valeur 1. 
Donc elle atteint sa borne inférieure mais pas sa borne supérieure. 

Voyons sous quelle condition une fonction atteint ses bornes. 


Théorème 4.12 (deuxième théorème de Weierstrass). Une 
jonction f (x) continue sur un intervalle La, b] atteint ses bornes sur 
cel intervalle, autrement dit il existe des points x, et x, de la, b] 
en lesquels (fig. 58) 


f(x) =M= sup f (à), f(x) =m= inf f(x). 
[a, b] [a, b] 


Démonstration. Sur l'intervalle [a, b] la fonction f (x) 
est continue, donc bornée d’après le théorème 4.11. Par conséquent 
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elle possède une borne supérieure M et une borne inférieure m 
d’après le théorème 1.1. 

Montrons que la fonction f (x) atteint la borne M, c'est-à-dire 
qu'il existe un point zx, € [a, b] tel que f (x,) — M. Raisonnons 
par l’absurde. Supposons que la fonction f (x) ne prend la va- 
leur 4 en aucun point de{a, b]. Pour tout x € la, b] on aura alors 
f (x) < M. Considérons la fonction auxiliaire 


En 
M— f(x) 


strictement positive sur [a, b]. 

D'après le théorème 4.7, la fonction F (x) est continue en tant 
que quotient de deux fonctions continues. Elle est alors bornée 
d’après le théorème 4.11, ce qui veut dire qu'il existe un nombre 
u > 0 tel que pour tout x € [a, b] 


F (x) = 


1 
FO=- ES < 4 
d'où 
FC) SM. 


Donc le nombre M — ! qui est strictement inférieur à M est la 


borne supérieure de f (x) sur [a, b]. Or ceci contredit le fait que M 
est la borne supérieure. Cette contradiction prouve qu'il existe un 
point x, € [a, b]l en lequel f (x;,) = M. 

On démontre de façon analogue que la fonction f (x) atteint 
sa borne inférieure m sur [a, b]. 1 


Remarque 1. Maintenant qu'on a démontré qu’une fonction 
f (x) continue sur un intervalle [a, b] atteint ses bornes supérieu- 
re M et inférieure m sur cet intervalle, on peut appeler 7 maxi- 
mum et »m minimum de f (x) sur [a, b] et énoncer le théorème 4.12 
sous la forme suivante: une fonction continue sur un intervalle 
prend son mazimum et son minimum sur cet intervalle. 


Remarque 2. La différence entre le maximum et le minimum 
d’une fonction f (x) continue sur un intervalle [a, b] s'appelle 
oscillation de f (x) sur La, bl et se note w:w = M — m, où 

M= max f(x), m=— min f(x). 
[a, b] [a, b] 

5. Notion de continuité uniforme d’une fonction. La continuité 
uniforme est une très importante propriété des fonctions continues 
sur un intervalle. Elle est largement utilisée dans la démonstration 
de nombreux théorèmes fondamentaux. 

Soit f (x) une fonction continue sur un intervalle X et soit 
zo E X. La fonction f (x)étant continue au point x,, en vertu de la 
définition 2 de la continuité, pour tout & >> 0 il existe un ô > 0 


$ 10], PROPRIÊTES FONDAMENTALES DES FONCTIONS CONTINUES 409 


tel que | f (x) — f (xo) | << e pour [z — x | << 6. Il est clair que Ô 
dépend de & et aussi de z,. Lorsque x, varie dans les limites de 
l'intervalle envisagé (à e constant), le nombre 6 sera différent d’un 
z à l’autre. Plus le graphique est « abrupt » au voisinage de x,, 
plus le nombre à correspondant à ce point est petit (fig. 59). 
Donc pour € donné, à tout point zx de cet intervalle correspond 
un Ô —0. Si les points x étaient en nombre fini, parmi les Ô 
correspondants on pourrait choisir le plus petit et ce Ô dépendrait 


O'Xo-ù XoXo+ 6 
Fig. 59 


seulement de & et « conviendrait » pour tous les x. Si les nombres x 
sont en quantité infinie, cette procédure ne passe pas en général. 
car à ces points correspond une infinité de nombres à parmi lesquels 
figurent des nombres aussi petits que l’on veut. 

Il se pose la question de savoir s'ilexiste des fonctions conti- 
nues, définies sur des intervalles tels que pour tout e >0 on trouve- 
rait un Ô >> 0 indépendant de x, c’est-à-dire que Ô serait commun 
à tous les x de l'intervalle envisagé. Ceci nous conduit à la notion 
de continuité uniforme d'une fonction. 


X,—ô X: X,+û X 


Définition. On dit qu une fonction f (x) est uniformément con- 
linue sur un intervalle X si pour tout € >> 0 il existe un 6 >> 0 tel 
que pour tout couple de points x’, x” € X vérifiant l'inégalité 
[zx — zx | << 6 l’on ait | f(x”) — f(x )| <e. 

En signes logiques cette définition s'écrit: 

Ve > 0, 36 => 0, Yzr', z' EX; |x” — x | < 6: 

If) —-f()1<e. 

Par définition, ô dépend seulement de € et est commun à tous 
les x’, x” de l'intervalle X. Il résulte de la définition qu'une fonc- 


tion uniformément continue sur X est continue sur X. 
Le théorème suivant établit la réciproque de cette proposition. 


6. Théorème de continuité uniforme d’une fonction. 
Théorème 4.13 (Cantor) *). Une fonction f (x) continue sur un 
intervalle (a, b] est uniformément continue sur cet intervalle. 


*) Cantor Georg (1845-1918), mathématicien allemand, fondateur de 
la théorie des ensembles. 
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Démonstration. Montrons tout d'abord que si f (x) 
est continue sur [a, b], alors pour tout € > 0 le segment [a, b] 
peut être subdivisé en un nombre fini de segments soit deux à deux 
disjoints, soit ayant deux à deux une borne commune et tels que 
sur chacun d'eux | f(x”) — f (x) | < e quels que soient x’ et x”. 

Supposons par absurde qu'il existe un € >> Ô pour lequel est 
impossible une telle subdivision du segment [a, b]. Divisons 
la, bl en deux et désignons par la,, b,] celui des deux segments pour 
lequel une telle subdivision est impossible. Divisons le segment 
[a,, b,l en deux et désignons par [a., b.] celui des deux segments 
pour lequel une telle subdivision est impossible. En poursuivant 
cette procédure, on obtient une suite de segments emboités 


la, b] = [a,, b,]= la, b,]5 ...2 [a,, b,1= ... 


tels qu'aucun d'entre eux ne peut être subdivisé en un nombre 
fini de segments sur chacun desquels | f (x”) — f (x') | -< € quels 
que soient x’ et x”. D'après le théorème 2.13 des segments emboi- 
tés, il existe un point c intérieur à tous ces segments. La fonc- 
tion f (x) étant continueen c, pour la valeur de & envisagée il existe 


un Ô tel que |f (x) — f (c) | << _ pour tout x pris dans le ô-voisi- 


nage de c. Pour deux points quelconques x” et x” du ô-voisinage 
de c on aura 


fa) —1&)1=14@&) —j(0)) + (c) —f(&) 1 
<|f(z)—-f()l+I1f(c)—-f(x)1<e/2 +e/2—e, 


c'est-à-dire que 


[f&)—f@)I<e. 


Le ô-voisinage du point c contiendra le segment [a,, b,] pour nr 
assez grand et, par suite, pour deux points quelconques x’ et x” 
de ce segment on aura | f (x”) — f (x’) | Le, ce qui contredit le 
choix de la suite des segments emboîités. 

Passons maintenant à la démonstration du théorème. D’après 
ce qui vient d'être prouvé, pour tout € > 0 il existe une subdivi- 
sion de la, b] en un nombre fini de segments sur chacun desquels 
l'écart entre deux valeurs quelconques de la fonction f (x) est 
£ 
2 
longueur du plus petit segment de la subdivision et considérons 
deux points quelconques, x’ et x”, du segment [a, b] tels que 
]z” — z° | << 6. Deux cas sont possibles : 1) x’ et x” appartiennent 
à un même segment; 2) x’ et x” appartiennent à deux segments 


strictement inférieur à — en valeur absolue. Désignons par 6 la 


i : : , (2 
voisins. Dans le premier cas, |f(x")—f(x')|<< +; dans le 
deuxième en désignant par zx, la borne commune de ces deux 
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segments, on obtient 
If) —f@&)1= 10 (@&7) — f @o)) + À (@o) — f FD) 1 
<1f&) —f(o)1+1/f(&o) —ft)1<e2+e2-e. 


Donc, pour tout e >> 0 il existe un 8 > 0 tel que pour tout. 
couple de points x’ et x” du segment [a, b] tels que | x” — z'| << 8 
on a [f(x)—f(r)1l<e M 


Corollaire. Si f (x) est une fonction continue sur un inlerval- 
le La, b], pour tout & > 0 il existe un Ô >> 0 tel que si l'on subdivise 


f(x,)+e 


Fig. 60 


[a, b] arbitrairement en un nombre fini de segments de longueur stric- 
tement inférieure à 6, l’oscillation w de f(x) sur chacun d'eux sera stric- 
lement injérieure à &. 

Démonstration. En effet, la fonction f (x) est unifor- 
mément continue sur [a, b] d’après le théorème prouvé. Donc pour 
tout e >> 0 il existe un 6 >> 0 tel que pour tout couple x’, x” de 
[a, b] vérifiant l'inégalité | x” — zx’ | ôonal|f(x”)— f(x) | < 
<< &. Subdivisons arbitrairement le segment {a, b] en un nombre 
fini de segments de longueur strictement inférieure à 6. La fonction 
Ï (x) étant continue sur {a, bl, sur chaque sous-segment de la sub- 
division on peut exhiber des points x’ et x” tels que f (x') = met 
1j (x) = M, où m et M sont les bornes inférieure et supérieure de 
Î (x) sur le sous-segment envisagé. Comme |x”—zx" | << 6, on 
a [f(x”)—f(r)|<e Orf(z”)— f(x) = M—m = vw, donc 
o<e. BE 


Remarque. Le théorème est mis en défaut si l'on remplace le 
segment [a, b] par un intervalle ouvert ou semi-ouvert. 
Exemple. Considérons la fonction f (x) — Z sur l'intervalle 


J0, 1[. Cette fonction est continue mais pas uniformément continue 
sur JO, 1[. Ceci résulte du fait que pour tout e > 0 fixe, quelque 
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petit que soit ô > 0, on pourra toujours exhiber deux points z’ 
‘et zx” assez proches de 0 tels que | zx” — x | << Ô et | f(x”) — 
—f(x)1>e (fig. 60). 


$ 11. Notion de fonction composée 


Définition. Si z — œ (x) est une fonction d'ensemble de défini- 
tion X et d'ensemble des valeurs Z et y — f (z) une fonction d’en- 
semble de définition Z, la fonction y = f [q (x)] s'appelle fonction 
composée *) de x et la variable z, variable intermédiaire de la 
fonction composée. 


Exemple. La fonction y — sin x* est une fonction composée 
définie sur la droite numérique tout entière, puisque y = f (z) = 
= sinz, Z = (x) = 1. 


Théorème 4.14. Si z — q (x) est une fonction continue en x, et 
ÿy = f (z), une fonction continue au point z5 — @ (to), la fonction 
composée y — f [q (x)]l est continue en x,. 

Démonstration. Soit dans À une suite de points 
{z,} convergeant vers x,. La continuité de la fonction z = (x) 


‘en Z, nous permet d'écrire: ie 2 lim œ(x,) — 
n—+00 

—= p (20) = Zo, c'est-à-dire que la Site {q (zh1)} converge vers 2. 

La fonction f (z) étant continue en z,, on a lim f(2,) = 


= f (2), c'est-à-dire que lim fig (r,)l — flo (x)l. Donc 


ñn-—+00 
la limite de la fonction f [ç (x)]l en x, est égale à sa valeur en ce 
point. Ce qui exprime que la fonction composée fÎç (x)] est 
continue en zx,. 


Exemple. Montrer que la fonction y — sin r* est continue 
en z = (. 

Solution. La fonction z — x° est continue en z = 0, la 
fonction y = sin z, en z — 0, donc d'après le théorème prouvé la 
fonction composée y = sin 2° est continue en zx = 0 


$S 12. Notion de fonction réciproque 


1. Définition de la fonction réciproque. On dira qu’une fonc- 
tion f (x) est croissante (resp. décroissante) sur un ensemble X si 
pour tout couple de points z,, x, € X tels que 2,< x, on a f(x) < 
< J (22) (resp. f (1) > f (x). 

Les fonctions croissantes et décroissantes sont dites monotones. 

On dit qu'une fonction f (x) est strictement croissante (resp. 
strictement décroissante) sur un ensemble si pour tout couple de 


*) On se sert aussi du terme équivalent € fonction de fonction s. 
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points x;, z: E À tels que z, << rz, on a f(x) <f (x2) (resp. 
ÎÏ 1) > f (æ2)). | | | nn. 

Les fonctions strictement croissantes et strictement décroissan- 
tes sont dites strictement monotones. 


Exemples. 1. La fonction f (x) = sgn x est croissante sur toute 
la droite numérique. 

2. La fonction f (x) — x est strictement croissante sur toute la 
droite numérique. 

Introduisons maintenant la notion de fonction réciproque. 


Définition. Soient X et Y des ensembles et soit donnée une 
fonction f, c'est-à-dire un ensemble de couples de nombres (zx; y) 
GE X,yEŸ) tels que chaque 
nombre zx fait partie d’un couple 
et d’un seul et chaque nombre y, 
d'au moins un couple. Si dans 
chaque couple de cet ensemble on 
permute x et y, on obtient un 
ensemble de couples (y; x) qui 
s'appelle fonction réciproque de f. 

La fonction réciproque sera 
désignée par le symbole x = q (y). 

Signalons que la fonction ré- 
ciproque n'est pas généralement 
une fonction, car chaque nombre y peut figurer dans un comme 
dans plusieurs couples. Par exemple, la fonction x = y réciproque 
de la fonction y = x est monovalente (chaque nombre y est élé- 


ment d'un seul couple); la fonction x = + Vy, réciproque de la 
fonction y = x*, est bivalente (chaque nombre y est élément de 
deux couples) ; la fonction y = sin zx, réciproque de la fonction 
x = arc sin y, est multivalente (chaque nombre y est élément 
d'une infinité de couples). Ce fait est évident géométriquement. 

De la définition il résulte que si la fonction réciproque est 
mono alente, c’est-à-dire est une fonction au sens usuel, l’ensem- 
ble Ÿ des valeurs de f est l’ensemble de définition de la fonction 
réciproque œ et l’ensemble de définition X de f, ensemble des va- 
leurs de la fonction réciproque œ. Supposons par exemple qu'une 
fonction y = f (x) est définie sur un intervalle [a, b], que le seg- 
ment [æ, f] est son ensemble des valeurs et que chaque y € [«, B] 
est associé à un seul z E [a, b]. Alors par définition la fonction 
réciproque x = ® (y) est définie sur le segment [«, B] et a pour 
ensemble des valeurs le segment [a, b] (fig. 61). 

La fonction y = f (x) et sa réciproque x = œ (y) sont donc 
représentées par le même graphique. Par exemple, la fonction 
y = 9x et sa réciproque sont représentées graphiquement par la 
même droite. 


8—01561 
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Si l’on permute les axes Ox et Oy, c’est-à-dire si l’on fait subir 
au plan Ozxy une rotation d'angle x autour de la bissectrice du 
premier quadrant, l’image du graphique de la fonction réciproque 
z = (y) sera le graphique de la fonction réciproque y = œ (x) 
(fig. 61). 


2. Théorème de continuité de la fonction réciproque. 

Théorème 4.15. Soit y = f (x) une fonction définie, stricte- 
ment monotone et continue sur un ensemble X et soit Y son ensemble 
des valeurs. Alors la fonction réciproque x — œ (y) est monovalente, 
strictement monotone et continue sur l'ensemble Y. 


— CD CD CD D D = D Où © D D Ce D DEN ù en 


Von A2 

Yo+ÔE 

l 

YoŸ--————— 

t 

Yo=0 = 2e L 

Yar----- 

m|-- 
O! +(m) xs Xo Xote FIM) x 


Démonstration. Supposons pour fixer les idées que la 
fonction f (x) est strictement croissante sur X (fig. 62). 

La fonction réciproque z = œ (y) est monovalente, puisque 
du fait que la fonction y = j (x) est strictement croissante sur X 
il résulte que y, = f (x,) Æ Ï (x) = y, pour z, = x, donc à cha- 
que y € Ÿ est associée une seule valeur de x € X. 

Montrons maintenant que la fonction réciproque z = œ (y) 
est strictement croissante sur Ÿ. En effet, si y, << y, alors x, < 
za: (2x1 = p (y) et ze = p (y2)), puisque si z, > x, la stricte 
croissance de f (x) aurait entraîné y, > y, ce qui contredit l’hypo- 
thèse y, < y. Ceci établit donc la stricte monotonie dela fonction 
réciproque zx —= (y). 

Montrons enfin que la fonction réciproque z = œ (y) est 
continue sur YŸ. D'après le corollaire du théorème 4.10, l’ensem- 
ble Ÿ est un intervalle de bornes m et M, où m = inf f (x) et 


x 
M = sup f (x). Soient y, E Y et x, = p (yo). Traitons d’abord le 
x 


cas où m << y, < M (fig. 63). Le point x, est alors manifestement 
intérieur à l'intervalle X. Prenons € => O0 tel que (x, —e) € À 
et (zo+e)E À et posons y; = f (x0 — €) et ys = f (ro + €)- 
La fonction j (x) étant strictement croissante, on a 


Y1 < Yo < Y»e- 
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Prenons maintenant Ô > 0 tel que y, < yo — Ô et yo + Ô< 
Si y vérifie la double inégalité 


Yo — Ô LY L Yo + 6, 
alors 
Yi << Y LY 
et par suite 
P (v1) < p (y) <  (y:) 


puisque œ (y) est strictement croissante. Vu que @ (y;) = x, — € — 
= P(Yo) —E€e et (ve) = 20 + € = p (Yo) + €, on obtient 
P Go) — E < P (y) 2 (Yo) + e pourvu que y, — 8 <y<ys +6. 

On a ainsi prouvé que pour tout € >> 0 assez petit il existe un 
ô > 0 tel que pour tout y vérifiant l'inégalité | y — y, | << 6 on 


QJ ns 


1 y =sin X 
1 Arc sin ÿ 


a | o (y) — œ (yo) | << e, c’est-à-dire que la fonction réciproque 
p (y) est continue en y,. Or y, est un point arbitraire de l’interval- 
le ]m, MI. Donc la fonction réciproque œ (y) est continue sur 
Im, MI tout entier. 

Sim£€YouMEY, on établit par des raisonnements analo- 
eues la continuité à droite en m et à gauche en À de la fonc- 
tion œ (y). 

Nous avons ainsi prouvé la continuité de la fonction réciproque 
z = (y) sur ÿ. 

Le théorème se prouve de façon analogue mutatis mutandis si 
f (x) est strictement décroissante. 


Remarque. Si la fonction réciproque zx = œ (y) est monovalente, 
il est évident que la fonction y = f (x) est réciproque de la fonc- 
tion x = (x). De telles fonctions sont dites mutuellement réci- 
proques. 
g* 
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Exemple. La fonction y = sin zx est strictement croissante et 
continue sur le segment [—:x/2, x/2], son ensemble des valeurs 
est le segment [—1, 1]. D’après le théorème 4.15, sa fonction 
réciproque est définie, continue et strictement croissante sur 
[—1, 1] et son ensemble des valeurs est le segment [—:1/2, x/2]. 
Cette fonction réciproque est désignée par x = Arc sin y. Elle est 
représentée par le même graphique que la fonction y = sin x pour 
zx El—x/2, x/2] (fig. 64). 

Si maintenant on permute zx et y, c'est-à-dire si l’on envisage 
la fonction y = Arc sin x, on obtient le graphique tracé par une 
ligne pleine sur la figure 64. 


CHAPITRE V 


DÉRIVATION 


$S 1. Notion de dérivée 


1. Définition de la dérivée. Soit y = f (r) une fonction définie 
sur un intervalle X. Prenons un point quelconque x, de X et 
donnons à x au point x, un accroissement arbitraire Azx tel que le 
point x, + Azx appartienne aussi à X. L'’accroissement corres- 
pondant de la fonction est : Ay = f (x, + Az) — f (x,). 


Définition. On appelle dérivée de la fonction y = f (x) au point 
zo la limite (si elle existe) du rapport de l’accroissement de cet- 
te fonction à l’accroissement de l'argument lorsque Az—+ 0. 

La dérivée de la fonction y = f (x) en x, se désigne par y” (x) 
où FE) 

Ainsi, par définition, 

, . . _Ay .… (tot Az) — f (xo) 
t)= lim—= lin >, 
Î ù Ax—0 Az &x—0 Az 
Cette dérivée s’appelle dérivée finie. 
Si 
: Ay 
lim —= = + oo 
ax-0 À 
pour une valeur zx,, on dit que la fonction y admet une dérivée 
infinie au point zx.. Si une fonction f (x) admet une dérivée f” (x) 
continue en tout point x € X, cette dérivée peut être traitée com- 
me une fonction de x définie aussi sur X. 
La définition de la dérivée est constructive. 


Exemple. Calculer la dérivée de la fonction f (x) = 2° en 
TZ —= Lo- 

Solution. Donnons à x un accroissement Azx au point x, 
et cherchons l'accroissement correspondant de la fonction f (x): 


Ay = f (to + Az) — f (to) = (to + Az — x = 
= 25 + 2r Az + (Az) — x = 2r,Az + (Az). 
Formons le rapport 


Ay __ 2rg Ar +(Ar)° 
Az Ax 
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Calculons la limite de ce rapport lorsque Ar —+ 0: 
Ay 


lim 22 Jim -Z+@2 


—=97r 
— 0° 
Ax=0 À Ax— 0 Az 


Donc la dérivée de la fonction f (x) = 1° en zx, est égale à 2x.. 
Ceci se note: f’ (zo) — 2%». 


2. Signification géométrique de la dérivée. Soient y — f (x) 
une fonction définie sur un intervalle Ja, bl, M, le point du graphi- 
que de cette fonction d’abscisse z,, P, le point d’abscisse x, + Ax. 

Menons par les points M et P une 
y droite que l'on appellera sécante. 
Désignons par œ(Azx) l'angle 


(Oz, MP) (fig. 65). Il est évident 
que cet angle dépend de Ax. 
Si lim œ(Azx) = ps, la 


Ax—0 
droite de coefficient directeur 
k = tg, passant par le point 
M (to; 1 (xo)) s'appelle position 
limite de la sécante MP lorsque 
Ax— 0 (ou lorsque P — M). 


Définition. On appelle tan- 
gente à la courbe représentative 
d’une fonction y = f (x) en un point 7 la position limite de la 
sécante AP lorsque Axz—+ Ô ou, ce qui est équivalent, lorsque 
P — AT. 


De la définition il résulte qu’une condition suffisante d'exis- 


tence de la tangente est l'existence de lim (Az) = ,, 
Ax—0 
où %, est l’angle de la tangente et de l’axe Oz. 


Montrons que si la fonction y = f (x) est dérivable en x,, la 
courbe représentative de y = f (rx) admet une tangente au point 
M (x; f (to), et de plus le coefficient directeur de cette tangente 
est égal à la valeur de la dérivée en z,, c'est-à-dire à f” (x). 

En effet, du triangle MN P on déduit que 


A Ar) — 
Lg p(Az) == GTI TG) 


Fig. 65 


D'où 
À 
p (Ar) = Arctg<Z.. (1) 


Faisons tendre Az vers 0 dans l'égalité (1). Puisque f” (r,) existe, 
il en est de même de 


. Ay 
lim —= = f" (ro). 
Ax—0 Az ; 
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Ceci et la continuité de la fonction Arc tg _ entraînent l'existence 
de la limite du second membre de l'égalité (1): 
£ Ay . A: ’ 
Jim Arctg— = Arc tg lim = = Arc tg f’ (ro). 


Donc la limite du premier membre de (1) existe aussi et l’on 
obtient 


f(x:) 
lim (Ar) = Arctg f’ (x). O M, 
Ax—0 
Or, ceci exprime que la sécante F(xo) Mo Ay=f(x:)-F(x0) 
MP possède une position limite, 
autrement dit la courbe représen- Fig. 66 


tative de la fonction y = f (x) 

admet une tangente en M (x, ; f (to) qui fait avec Ox un angle v, 
égal à Arc tg f’ (x.) et dont le coefficient directeur est donc égal 
à te po = f (x). C.Q.F.D. 


Ainsi, la dérivée de la fonction y = f (x) au point x, est égale 
au coefficient directeur de la tangente à la courbe y = f (x) au 
point M (x; f (to). 


3. Signification mécanique de la dérivée. Supposons que la 
fonction y = f (x) décrit la loi du mouvement d’un point maté- 
riel M sur une droite, autrement dit y = f (x) représente le chemin 
parcouru par le point M à partir de l’origine au bout d’un temps x. 

À la date x, le chemin parcouru est y = f (x,) et à la date z,, 
y = f (x;). Durant l'intervalle de temps Az = x, — x,, le point 
M parcourt le chemin Ay = f(x,) — f (x) = f (zo + Az) — 


— f (x) (Eig. 66). Le rapport _— s'appelle vitesse moyenne du mouve- 


ment (v.) durant Az, et la limite du rapport _ lorsque Axz—+ 0, 
vitesse instantanée (v,) du point A à l'instant z,. 

La notion de vitesse qui a été empruntée à la physique se 
prête bien à l'étude du comportement d’une fonction quelconque. 
Quelle que soit la nature de la dépendance exprimée par la fonc- 


tion y — f(x), le rapport Le est la vitesse moyenne de variation 


de y par rapport à la variation dexet y” (x), la vitesse instanta- 
née de variation de y pour x = xs. 

L'importance de la dérivée dans l'étude de tout processus ou 
phénomène naturel est qu’elle permet d'apprécier la vitesse de 
variation des variables décrivant ce processus ou phénomène. 


4. Dérivées à droite et à gauche. Introduisons les notions de 
dérivées à droite et à gauche à l’aide de la notion de limite à droite 
et à gauche d'une fonction. 
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Définition. On appelle dérivée à droite (resp. à gauche) d’une 
fonction y = f (r)enun pois x, la limite à droite (resp. à gauche), 


si elle existe, du rapport À 2 lorsque Az — 0. 
Notations: 


’ : A ; : Ai 
fGo= lim AE (resp. f()= lim HE). 


Si une fonction jf (x) est dérivable en un point x,, elle admet 
en ce point des dérivées à droite et à gauche qui sont confondues. 
Il existe cependant des fonctions possédant une dérivée à droite 
et une dérivée à gauche en un point, mais qui ne sont pas déri- 
vables en ce point. Exemple: la fonction f (x) = |x | dont la 


dérivée à droiteen x =Oest f, (0) = lim 2% = 1 (Ay = Az 
Ax—0+ 


pour z>> 0) et la dérivée à gauchef" (0) = lim  ©E — — 1(Ay— 
ax-0— 7 


= — Az pour zx <<0) et qui n’est pas dérivable en ce point 


puisque f, (0) Æ f! (0). 


$S 2. Notion de dérivabilité d’une fonction 
1. Notion de dérivabilité d’une fonction en un point donné. 


Définition. On dit qu'une fonction y = f (x) est dérivable en un 
point x, si son accroissement Ay en ce point peut être représenté 
sous la forme 


Ay = Az + « (Az) Az, (1) 


où À est un nombre indépendant de Az, « (Ar) une fonction de 
Az qui est infiniment petite lorsque Az —+ 0, c’est-à-dire que 
lim a (Azx) = 
Ax—0 

Etablissons un lien entre la dérivabilité d'une fonction en un 
point et l'existence de la dérivée en ce point. 


Théorème 5.1. Pour qu'une fonction y = f (x) soit dérivable 
en un point zo, il est nécessaire et suffisant qu'elle admette une 
dérivée jinie en ce point. 

Démonstration. Vécessité. Supposons qu'une fonc- 
tion y — f (x) est dérivable en un point x,, c ’est-à-dire que son 
accroissement en ce point peut être mis sous la forme (1): Ay — 
— AAz + a (Az) Az. Une division de cette égalité par Az (pour 
Az =£ 0) nous donne 


Ay = À + (Az). 
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En faisant tendre Az vers 0, on obtient 


lim — — Jim (A+ @ (Az)) — À. 
ù Ax-0 ÀT  Ax-0 


Il s'ensuit que la dérivée existe en x, et vaut A: f’ (x,) = À. 

Sufjisance. Supposons qu'existe la dérivée finie f’ (x), 

c'est-à-dire que lim = f (x)- Supposons que f’ (r)= A; la 
Ax— 0 


fonction @ (Ar) = — À est alors un infiniment petit lorsque- 
Ax —+ O (cf. théorème 4.5). La dernière égalité entraîne 


Ay = AAzx + a (Az), 
où lim aœ (Azx) = 0. Ce qui prouve que la fonction y = f (x) 
Ax+0 
est dérivable en zx,. M 


Donc la dérivabilité et l'existence de la dérivée sont des. 
notions équivalentes pour les fonctions d’une variable. 


Remarque. La fonction & (Az) — Ay/Ax — À introduite dans. 
la démonstration de la suffisance n’est pas définie pour Az = 0. 
Donc l'expression (1) de Ay ne l’est pas non plus pour Az = 0. 
Si l’on définit & (0) de façon arbitraire, l’égalité (1) sera valable 
pour Az = 0 aussi. Dans la suite on aura intérêt à convenir que 
dans l'expression (1) la fonction & (Azx) est définie par continuité: 
pour Axz—0, c'est-à-dire que æ (0) — lim œ (Az) = 0. 

Ax=0 

2. Lien entre les notions de dérivabilité et de continuité. 

Théorème 5.2. Si une fonction y = j (x) est dérivable en un point 
donné xs, elle est continue en x. 

Démonstration. La fonction y = f (x) étant dériva- 
ble au point x,, son accroissement en ce point est susceptible de la 
représentation (1). En faisant tendre Az vers 0, on obtient alors. 

lim Ay=— À lim Axr+ lim &(Azx) lim Az=0, 

Ax— 0 ax 0 Ax= 0 Ax— 0 
ce qui exprime que la fonction y = f (x) est continue en x, en ver- 
tu de la troisième définition de la continuité d'une fonction en 
un point. 


Remarque. La réciproque est fausse. Une fonction peut être- 
continue en un point sans y être dérivable. 

Exemple: la fonction f (x) — | x | quiest continue en x = 0 
mais qui, comme prouvé au n° 4 du $ 1, n’est pas dérivable en. 
ce point. 

Si une fonction f (x) est dérivable en chaque point d’un inter- 
valle, on dira qu’elle l’est sur cet intervalle tout entier. 
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$ 3. Notion de différentielle 


1. Définition et signification géométrique de la différentielle. 
Soit y = f (x) une fonction dérivable en un point z,, c’est-à-dire 
‘que son accroissement Ay en ce point se représente par la somme 


Ay = AAz + «a (Az) Az, 
où lim & (Az) = 0. Le terme AAzx est un infiniment petit 


àx—0 
du même ordre que Az lorsque Az —+ 0 (pour À # 0), de plus il 
Æst linéaire par rapport à Az. Le terme «& (Ax) Az est un infini- 


ment petit d'ordre supérieur à Az lorsque Az —+ 0 (lim ARE = 
Ax—0 
= 0). 


Donc le premier terme est la partie principale de l’accroisse- 
ment de la fonction y = f (rx) (pour À = 0). 


Définition. On appelle différentielle d'une fonction y = f (x) 
en un point zx, la partie principale linéaire par rapport à Az 
de l'accroissement de cette fonction en x,: 


dy = AAz. (1) 


Si À = 0, on a AAÂxz — 0 et par suite le terme À Az n'est plus 
la partie principale de l'accroissement Ay, puisque le terme 
« (Az) Az est généralement différent de zéro. Mais dans ce cas 
aussi on convient par définition que la différentielle de la fonc- 
tion en x, est égale à À Az, c'est-à-dire que dy = O0 ici. 

En se servant du théorème 5.1, c’est-à-dire en tenant compte 
du fait que À =" (x,), on peut mettre la formule (1) sous la 
forme 


dy = f (to) At. (2) 
Soit f (x) = z. D'après la formule (2), 


dy =dz=—t(x,) Ar= ( lim Hi x ) Az = 


àx—0 


- (lim) Ax=1.Az . 


Appelons différentielle de la variable indépendante z l’accrois- 
sement de cette variable dx — Az. La relation (2) devient main- 


tenant 
dy = f’ (to) d£. (3) 


On remarquera que la relation (3) nous permet de calculer la 
dérivée f’ (x,) comme le rapport de la différentielle dy de la fonc- 
tion y à la différentielle dx de la variable indépendante x, soit 


l'&)= +. 
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La différentielle d'une fonction admet l'interprétation géo- 
métrique suivante. Soient M et P des points de la courbe repré- 
sentative d'une fonction y = f (x) d'abscisses respectives x, et 
zo + Az; MS, la tangente à la courbe y = f (x) en M; «, l'angle 
de la tangente MS et de l'axe Or; MN et PN, les parallèles à 
Oz et Oy respectivement ; Q, le point d’intersection de MS et 
PN (fig. 67). L’accroissement Ay 
est numériquement égal à la 
longueur du segment VP. Le tri- 
angle rectangle MNQ nous don- 
ne: NQ = Axtg a =f" (ro) Az = 
— dy, c'est-à-dire que Îa diffé- 
rentielle de la fonction dy est 
égale à la longueur du segment 
NQ. Il est évident que WP = NQ. 

Donc la différentielle dy de 
la fonction y = f (x) au point zx, 
est égale à l'accroissement de 
l" ordonnée de la tangente MS 
au graphique de cette fonction en M (x, ; f (xo)), quant à l'accrois- 
sement Ay, il est égal à celui de l’ordonnée de la fonction 
y = f(x) en zx, correspondant à Ar. 


Fig. 67 


2. Calculs approchés à l’aide de la différentielle. La différen- 
tielle, de par sa définition, dépend linéairement de Az et est la 
partie principale de l’accroissement Ay de la fonction y. L'accrois- 
sement Ay dépend de façon plus complexe de Az. Si, par exemple, 
f (x) = 2, on à Ay = (x, + Az) — 2° = 3x5 Az + 3x, (Az)? + 
—+ (Ax}$, alors que 


dy=f'(x)Az=( lim His | Az = 32° Az. 


&x—0 


Dans de nombreux problèmes l'accroissement d'une fonction en 
un point est remplacé approximativement par la différentielle 
de cette fonction en ce point: 


Ay = dy. 


L'erreur absolue de cette approximation est égale à | Ay — dy let 
est un infiniment petit d'ordre supérieur à Az lorsque Az —+ 0. 


Exemple. Montrons que pour « petit on peut se servir de la 
formule approchée 


V 1+a = 1+a/2. 
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Solution. Considérons la fonction f (x) = Vz. Pour Az 
petit on a 
Ay=Vr+Az—Vrzdy ou Vr+tAr—Vr = 


A (V 2)’ [x=xe AT = lim VAE Vs) Az = 


Ax—0 
= {lim CE 49—%0 na, 1 
(lim Az(V zx + Az+ V 20) | a 2x s 


d'où, en posant x, = 1, Az — a, 


V 1+a = 1+ a/2. 


En particulier, y 1,0003 = 1,00015 pour &« — 0,0008. 

Etablissons maintenant les règles de dérivation et de calcul 
des dérivées des fonctions élémentaires. Remarquons seulement 
que dans ces formules on écrit généralement x au lieu de zx, et on 
admet que z est fixe. 


$ 4. Règles de dérivation d’une somme, 
d’une différence, d’un produit et d’un quotient 


Théorème 5.3. Si des fonctions u = u (x) et v —v(x) sont 
dérivables en un point x, il en est de même de leur somme, leur diffé- 
rence, leur produit et leur quotient (sous réserve que v (x) = 0) et de 
plus 

(uæ+v) =u'+v, (uv) =u'v+uv, (=) = —— (1) 

Démonstration. Pour établir les formules ({), on se 
servira de la définition de la dérivée, de l'égalité f (x + Ax) — 
= f (x) + Ay et du théorème 4.3. On a alors 


@—+uv)'= lim [u G+Az) tv(c+Ar]-{[u()æ+v()] 
8x—0 àz 


u(z+Az)—u (x) v(z+Az)—v(z)1 
Az + Az |= 


u(rx+ Ar)—u (x) ._. v(r+Az)—v(z) _ 
A — 


(uv) — lim 

Ax=0 

= Jim MOHAu]fv(@)+aAv]=u (Gr | 
Ax—0 Az 


u(zH+Az)v(z+Az)—u(z)v(z) 
A 
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hs u(z)v(r)+ Auv(z)+u (x) Av+ Au Au—u (zx) v(x) _ 
Ax—0 Az 
; A A A 
= dim [o 6e) RE +u te) $+ A0 = 
; Au e Av ’ ; Au 
= | —— +u lim —=—+ lim Av lim — = 
? ren Az . Ax0 ÀT pe Ax=0 ÔT 


—=vu" +uv'+O0.-u—u'v+uv, 


puisque lim Av —O0 et les facteurs u et v sont indépendants 
Ax-r0 
de Az; 


u(z+ Az) __ u(zx) 
(=) - lin EF U(z) 


"7 u(z<+ Ar)v(z)—u(x) v(r+Axr) - 
Ax0 Axz-v(rz+ Az) v(x) 
nn [u (2) + Au] v()—u(w@+A] 
Ax= 0 Azv (x) [v (x) + Av] 
Au Av 
= uv+ Auv—uv—uAv Le V' Az ‘ Ar 2 
= Re Azxv (v+ Av) ES ue vHuAv 
o lin eu lim © 
__ _Ax=0 Az Axæ0 ÔT _ u'v—uv E 
A an à 


Ax—0 


$ 5. Calcul des dérivées des fonctions constante, 
puissance, circulaires et logarithme 


1. Dérivée d’une fonction constante. La dérivée de la fonction 
y =f (x) = C, où C est une constante, s'exprime par la formule 


y” = 0. 
Démonstration. Quels que soient x et Az, on a 
f(x + Az) = Cet Ay = f(x + Az) — f(x) = 0. D'où À = 0 
pour tout Az = 0 et par suite 


à Ay 
‘= lim —-=0. = 
ÿ Ax—0 Az 


2. Dérivée de la fonction puissance. La dérivée de la fonction 


y = x”, où l'exposant » est un entier =>0, est donnée par la for- 
mule 


y = nr" 
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Démonstration. Grâce à la formule du binôme de 
Newton, on peut écrire 


Ay=(xz+Ax)"—z1"— 
=>" + nr1 Az + 2 x M2 (Az) + ...+(Az)"]— 2" = 


= ni"! Az + z" 2 (Az) +... + (Az). 


2! 
Donc pour AzÆO0on a 


Ay 


= nr + nr ICI % n=2 2Ar+. + (A2). 


Puisque lim Axz=—0, lim (Ar)?=0,..., lim (Ar)"1=0, il vient 
0 Ax— Ax— 0 


’ ° Ay = 1 
y'= lim—==nx2"t. 
ax=0 À 
Remarque. Le cas d’une fonction puissance dont l’exposant est 
un réel quelconque est traité au n° 2 du $ 9 


3. Dérivées des fonctions circulaires. 
4) La dérivée de la fonction y = sin x est 


y" = COS Z. 
Démonstration. Ona 
Ay = sin (x + Az) — sin x — 
— 2 sin (Azx/2) cos (x + Ax/2). 
Donc, pour Az Æ0 
_Ay __2sin (Ax/2) cos (z+ Ax/2) _ sin Le st (x + Ax/2). 


; sin (Az/2) 
Comme . — AR — 


que lim cos(x+A2/2) =coszx en vertu de la continuité de cos x, 
Ax—0 


— 1 (la première limite remarquable) et 


il vient 


y'= lim = cos r. Du 
Ax—0 


2) La dérivée de la fonction y = cos x est 

y" —= —Sin zx. 
Démonstration. Ona 
Ay = cos (x + Az) — cos x = —2 sin (Azx/2) sin (z + Ar/2). 
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Donc, pour Ar Æ 0 
Ay_ …: 2 sin (Az/2) sin (+ Ar/2) _ _ sin (Azx/2) 


FL et 2 9 
2 re Az0 sin (x + Ax/2). 
Puisque lim sin (z+ +) —sinx en raison de la continuité. 
&x—0 
de sinxzx, il vient 
y'—= lim 2 — —sinxz. 
Ax-0 7 
3) La dérivée de la fonction y = tg x est 
PE 
JT costz (:#+ +na). 


Démonstration. Comme tg x = sin x/cos x, le théo- 
rème 5.3 nous donne 
, (sin x)’ cos z— sin z (cos x)’ 
En 
coszcoSz—sinz(—sinz) cos z+siniz 
cos? z E cos? z é 


et par suite 
1 


Ÿ —'costz 
4) La dérivée de la fonction y = cotg x est 
, 1 
y —= aime. (x zÆ nn). 


Démonstration. Comme cotg zx = cos x/sin x, on a 
par analogie à ce qui précède 


(cos) sinz—cosz(sinz) 


y = 


sin3 x 
_ (—sinz)sinz—coszrcosz sin® z+cos* x 
sin? z SiD®xz : ”? 
donc 
, 1 5A 
y sin°® z 


4. Dérivée de la fonction logarithme. La dérivée de la fonction 
y = log, x (0<a-1) est égale à 


La 


y = log, € 


Démonstration. On a 


_ 
zlina 


Ay= log, (x+Azx)—log, z= log, Se = log, (1 + =) : 
Donc, pour Az #0 


= loge (1+%)=25 Elo (1+ €), 
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Ou 


En posant zx/Axz —h, on obtient lim (1 + Azx/x)ax — 
0 


Ax 
—= lim (1 + 1/hjh =e - (la deuxième limite remarquable) et 


R—+00 


puisque la fonction logarithme est continue, il vient 
: Ay | 2 Ar \x/Ax 
*—= ]im —=——1]lo [ Jim (1+ +) l= 
& 4x0 ÔT Z 5 Ax—0 7 
1 
= loge zina ° = 


Corollaire. Si y = log, x —Inzx, alors y’ = (In x)’ = 1/x. 


$ 6. Théorème de la dérivée 
de la fonction réciproque 


Soient y = f (x) une fonction satisfaisant les conditions du 
théorème 4.15 de la fonction réciproque et zx = œ (y) sa récipro- 
que. On a alors le théorème suivant. 


Théorème 5.4. Si la fonction y = f (x) admet en un point x, 
une dérivée f” (x,) non nulle, sa réciproque x — @ (y) admet aussi 
une dérivée non nulle ® (y,) au 
point yo = f (to), et de plus 


PO 
PU= Ter. 


Démonstration. Don- 
nons à l'argument y de la fonc- 
tion réciproque x = œ (y) un 
accroissement Ay = 0 au point y,. 
La fonction z = (y) subit un 

Fig. 68 accroissement Ax qui est = 0 en 
vertu de la stricte monotonie de 
la 'fonction réciproque. On peut donc écrire 


Be __1 
Ay  Ay/Az° 


Faisons tendre Ay vers 0. Puisque la fonction réciproque z = 
— (y) est continue en y, (cf. théorème 4.15), Az — 0 avec Ay. 
Or, lorsque Az —- 0, le second membre admet une limite égale à 
1/f° (zo). Donc le premier membre en admet aussi une qui est 
égale par définition à ®’ (yo). On obtient en définitive 


Ho = 
P (Yo) — f’ (zo) ° B (1) 
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Le théorème établi admet une interprétation géométrique sim- 
ple. Considérons le graphique de la fonction y = f (x) (ou celui de 
sa réciproque z — % (y)) au voisinage d’un point z,. Supposons 
que zx, est l’abscisse d’un point M de ce graphique (fig. 68). On 
sait que la dérivée f” (x,) est le coefficient directeur de la tangente 
en A7 à la courbe y — f (x). La dérivée æ’ (y,) de la fonction ré- 
ciproque est égale au coefficient directeur de cette même tangente 
(mais par rapport à Oy). Les angles a et B étant complémentaires, 
la formule (1) exprime le fait évident 


U) =tBB= Er ET Re 7e 
@ (Yo) = 18 7 cotgB cotg(x/2 -œ)  tgx  f’(xo) ‘ 


$ 7. Calcul des dérivées de la fonction exponentielle 
et des fonctions circulaires réciproques 


Poursuivons le calcul des dérivées des fonctions élémentaires à 
l'aide du théorème 5.4 établi plus haut. 


1. Dérivée de la fonction exponentielle. La dérivée de la 
fonction y = a (0 <a 1) est égale à 


y —a* Ina. 


Démonstration. La fonction exponentielle y — a* est 
réciproque de la fonction logarithme z = log, y. Puisque 


; 1 
T (y) _—. 1 log, €, 


le théorème 5.4 de la dérivée de la fonction réciproque et la rela- 
tion classique log, b — 1/log,a nous donnent 


PNR Un 2 
y’ (x) — 7 Q bee Ina. 


Corollaire. Si y — e*, alors y = (e*) — e*. 


2. Dérivées des fonctions circulaires réciproques. 
1) La dérivée de la fonction y = Arc sin x est 
: , 
—— ZI << {). 
fr (sl<t 
Démonstration. La fonction y — Arcsinzx est ré- 
ciproque de la fonction z = sin y. Comme zx’ (y) = cos y, on a 
d’après le théorème 5.4 de la dérivée de la fonction réciproque 
JO = =  = —— 
r'(y) cos y Vi—siny | 
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La racine est prise avec le signe +, puisque cos y > 0 lorsque 
yE |—<+.. +. Comme siny=#x, on obtient en définitive 


À 
y" (x) TC E 
2) La dérivée de la fonction y = Arc cos x est 


, 1 
TL = 7 |, 
ÿ ) V1—z7 
La démonstration est identique à la précédente. 


3) La dérivée de la fonction y = ÂArc tg x est 


À 
TT Are 


Démonstration. La fonction y = Arc tg x est récipro- 
que de la fonction x = tg y. 
Comme zx’ (y) = 1/cos° y, on a y” (x) = 1/x° (y) = cos* y. Or 
L/cos® y = 1 + tg° y — 1 + r°, donc 
, 1 
y' (x) = 152 mn 


4) La dérivée de la fonction y = Arc cotg zx est 


er 
La démonstration est identique à la précédente. 


$ 8. Règle de dérivation d’une fonction composée 


Théorème 5.5. Si une fonction x = @ (t) est dérivable en un 
point t, et une fonction y = f (x), dérivable au point correspondant 
zo = P (to), La fonction composée f [p (t)] est dérivable aussi en t, 
et l'on a la formule suivante 


y" (to) = f° (&o) P° (to): (1) 


Démonstration. La fonction y —f(xz) étant déri- 
vable en x,, son accroissement en ce point peut être écrit sous la 


forme 
Ay = f’ (zo) Az + @& (Ar) Az, (2) 
où lim æœ(Azx) = 0. En divisant l'égalité (2) par At, on ob- 
ax 0 
tient 
A , Az Az 
= f'(t) + a (Ar) =. (3) 


L'égalité (3) est valable pour tout Az assez petit. Prenons Az égal 
à l'accroissement de la fonction x — œ (t) correspondant à l’accrois- 
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sement At de ten t,et faisons tendre Af vers 0 dans cette égali- 
té. Etant dérivable en t, par hypothèse, la fonction x — ® (ft) est 
continue en ce point. Donc, d’après la troisième définition de la 
continuité d’une fonction en un point, Ar —+ 0. avec At. Alors 
a (Az) tend aussi vers 0, c'est-à-dire qu'on a 

lim (a(Ar)-)= lima(Ar) lim = 0.p(t)=0. (4) 

At—0 At—0 At—0 
D'après la relation (4) le second membre de l'égalité (3) tend vers 
f" (to) &’ (to) lorsque At tend vers 0. Donc le premier membre de (3) 
admet aussi une limite qui, par définition de la dérivée, est égale 
à la dérivée de la fonction composée y = f [g (t)] au point #. 
Nous avons ainsi prouvé la dérivabilité de la fonction composée et 
établi la formule (1). 


Remarque 1. La fonction envisagée dans ce théorème est une 
fonction composée dans laquelle y dépend de { au moyen d'une 
variable intermédiaire x. On peut avoir affaire à une dépendance 
plus complexe — à deux, trois ou plusieurs variables inter- 
médiaires — mais la règle de dérivation reste la même. 

Si, par exemple, y = f (x), x = œ@ (u), u = %ÿ (v) et vu = 4 (t), 
la dérivée y’ (t) se calcule à l’aide de la formule 


y" () = f° (e) pu) p° () x” (6). (5) 


Exemple 1. Calculer la dérivée de la fonction y = eArîe x, 
Solution. Cette fonction peut être mise sous la forme 
y = e", où u = Arc tg x. D'après la formule (1) 


? et ? ? = u 1 
y'D=y Qu (=. 
En remplaçant u par Arc tg x, on obtient en définitive 
1 
+ 
Exemple 2. Calculer la dérivée de la fonction y = tg*V z° + 1. 
Solution. Cette fonction peut être mise sous la forme 
= u?, où u —tgv, v = Vw et w — zx +1. La formule (5) 
nous donne 
y (a)=y' ()u' ()v' (w) w' (2) = (2) (te) (Va) (+1) = 
— Qu sec? v —1— 2r— 2e VAT sec VAT 
2W V'r+1 
Remarque 2. La dérivée se calcule parfois directement à partir 
de sa définition. Calculons, par exemple, la dérivée de la fonction 


2 sin 1 0 
je sin— pour z#0, 


0 pour æz—0(0. 


" __ LArct£g x 
= € 
ÿ 1 
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Pour z = 0 la dérivée se calcule à l'aide des formules et des 
règles de dérivation : 


f (2) = (a sin) = (x°)' sin ++ 


+ r2 (sin +) (2) = 2rsin 1 _60s 2. 
z x T T 


On ne peut se servir de cette expression pour x — 0. En ce 
point on peut calculer la dérivée à l’aide de sa définition : 


4 
O) — li 22 lim Azxsin —— =0 
Î LE Ax—0 Az Vu Az 


(le produit d'un infiniment petit par une fonction bornée est un 
infiniment petit). Donc 


f @ -{ 2x sin Z —cos À pour rÆ0, 
0 pour æxz—0(. 


$ 9. Dérivée logarithmique. Dérivée d’une fonction puissance 
à exposant réel quelconque. Table des dérivées 
des fonctions élémentaires 


1. Notion de dérivée logarithmique d’une fonction. Calculons 
la dérivée de la fonction y = In [x |(x 0). Puisque (In x)’ — 
— {/x et (In (—zx))" = (—zx)"/ — x = 1/x (cette égalité a été acqui- 
se à l’aide de la règle de dérivation d'une fonction composée), la 
dérivée de cette fonction est donnée par la formule : 


y =(Infzl) =<. (1) 


Appliquons la formule (1) au calcul de Ia dérivée de la fonc- 
tion composée y = In | uw |, où u = f (x) est une fonction déri- 
vable. On a 


? ? 1 , ' 
ÿ=(nlup=sus TE 


ou 
On 1 (1) = 22. (2) 


La dérivée (In |f (x) |) s'appelle dérivée logarithmique de la 
fonction f (x). Pour simplifier l'écriture dans le calcul de la dé- 
rivée logarithmique, on omet généralement le module de la fonc- 
tion j (x). 
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Calculons la dérivée de la fonction exponentielle-puissance 
y = u (r)"® , où u et v sont des fonctions de x (u >> 0) dérivables 
en z. Puisque In y =v(r)linu (x), la formule (2) nous donne 


u" (x) 
u(xz) 


+ ={v(2)inu(z)] =v (2) inu(x)+v(x) 


D'où l’on déduit la formule de la dérivée 


y'=u (x) ®) [v° (x)inu(z) +v(x) 0 | : (3) 


u (x) 


Exemple. Calculer la dérivée de la fonction y = x*. 
Solution. Cette fonction peut être écrite sous la forme 
y = u (x) ®) où u (x) = z et v (x) = x. La formule (3) entraîne 


= [1inztzi]=# (net). 


La dérivée de la fonction y = u (x)°"") peut être calculée par 
un autre procédé. Mettons cette fonction sous la forme y — 
—= ex) Inu(x) et calculons y’: 


y — [etx) In u(x)}" _ et(x) In u(x) [v (x) In U (2)]’ — 


= ÿ [° (x)Inu(z)+v(x) 2 ? ; 


u (x) 


en substituant y = u (x)°®), on obtient de nouveau la formu- 
le (3). 


La dérivée logarithmique se prête bien au calcul de la dérivée 
d'une fonction puissance à exposant réel quelconque. 


2. Dérivée d’une fonction puissance à exposant réel quelconque. 
La dérivée de la fonction y = 2% (où « est un réel quelconque) 
s'exprime par la formule 


y = art". 


Démonstration. Comme y =z2,onalny=aliln zx. 
La formule (2) nous donne 


y z 


D'où, puisque y =z®, 
y” = (z°)° — 141, 


Récapitulons les calculs des dérivées des fonctions élémentai- 
res en dressant la table suivante. 
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3. Table des dérivées des fonctions élémentaires. 

I. (C)” = 0. 

II. (2%) —=art-i, en particulier (+) == ——+., (Vzr) = 
1 

2Vz : 

IT. (log, x) — L log,e, en particulier (In x)’ = à 

IV. (a*)° = a* Ina, en particulier, (e*)" = e*. 

V. (sin x) = cos x. 


—— 


VI. (cos x) = —sin x. 

VII. (ter =. 

VIII. (cotg x)’ — — À. 
ES 

IX. (Arcsin x) D 

X. (Arccosr) = — et 

—7Z" 
XI. (Arctgr) =. 
XII. (Arc cotg r)' — — 


Les formules de cette table et les règles de dérivation de la 
somme, du produit, de la différence et du quotient de fonctions 
ainsi que la règle de dérivation d’une fonction composée sont les 
principales formules du calcul différentiel. Ces règles et formules 
nous permettent de tirer une conclusion importante : la dérivée de 
toute fonction élémentaire est une fonction élémentaire. Donc la 
dérivation est une opération stable pour la classe des fonctions 
élémentaires. 


$ 10. Dérivées et différentielles supérieures 


1. Notion de dérivées d'ordre #. Comme déjà mentionné au 
$ 1 de ce chapitre, la dérivée f” (x) d’une fonction y = f (x) est 
elle-même une fonction de x. On peut donc parler de l'existence et 
du calcul de sa dérivée. | 

Appelons f” (x) dérivée d'ordre un (ou première) de la fonction 

(x). 
La dérivée de la dérivée d’une fonction s'appelle dérivée d'ordre 
deux (ou dérivée seconde) de cette fonction. La dérivée de la déri- 
vée seconde s’appelle dérivée d'ordre trois (ou dérivée troisième) et 
ainsi de suite. Les dérivées d'ordre supérieur à deux s’appellent 
dérivées supérieures et se notent y”, y””, y), ..., y( , ... (au 
lieu de y” et y”” on écrit parfois yl* et y®) ) ou f” (x), f”" (x), 


fO (x), ..., f(x), ... 
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La dérivée d'ordre n est la dérivée de la dérivée d'ordre n — 1, 
c'est-à-dire que yt) = (yt"-) })’. 

Les dérivées supérieures sont largement utilisées en physique. 
Limitons-nous à l'interprétation physique de la dérivée seconde 
f” (x). Si une fonction y — f (x) décrit le mouvement d'un point 
matériel sur une ligne droite, la dérivée première f’ (x) est la vi- 
tesse instantanée à l'instant x, la dérivée seconde, la vitesse de 
variation de la vitesse, c’est-à-dire l'accélération du point mobile 
à cet instant. 


2. Formules des dérivées d’ordre x de certaines fonctions. 

1) Calculons la dérivée d'ordre r de la fonction puissance 
y = 2x (x >> 0) (x est un réel quelconque). Une dérivation succes- 
sive nous donne *): 


y'=am-t, y2=a(x—1)r2-?, 
yS = aœ(a—1)(æ—2)r2-8, ..., 
y a(a—1)(a—2)...[a—(r—1)]22-7. 


Dans le cas particulier où &« = m, m étant un entier naturel, on 
obtient 


(2) = m(m—AÂ)(m—2) ... [m—(m—1)l-1 = m!, 
(x) = 0 pour nr > m. 


2) Calculons la dérivée d'ordre nr de la fonction exponentielle 
y = a (0<a1). Une dérivation successive nous donne 


’ 


y = ana, y® = a* (Ina), y® = a* (Ina), 
.y®9 = a (In a)". 
En particulier, si y = e*, on a pour tout n 


(e*) = €. 


3) Calculons la dérivée d'ordre nr de la fonction y = sin x. 
Une dérivation successive nous donne 


y =Cosz=sin (z ++) , 
y®) = — sin z = sin (r+x)—=sin (2+2+) 9 
. 14 : : 
y) — —cosz= sin (r+3+) 5... Y=sin (z+n +) : 
Donc la dérivée d'ordre #7 quelconque de sin x se calcule à 


*) Les formules des dérivées d’ ore n s’établissent de façon rigoureuse 
par récurrence. 
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l’aide de la formule 


(sin x) = sin (z+ n+) . 
Par exemple, (sin x)49 — sin (x + 10 (x/2)) = sin (x + x) = 
—= —Sin z. 
4) On calcule de façon analogue la dérivée d'ordre n de la 
fonction y = cos x: 


+ TE 7 
(cos r)(") — cos (z+n +) . 


3. Formule de Leibniz pour la dérivée d’ordre #7 du produit 
de deux fonctions. Soit y — u-v, où u et v sont des fonctions 
de x dérivables autant de fois qu'on le veut. Alors 


’ 


y = uv + uw’, y” =u"v +uv  +u'v + uv” — 
= uv + 2u'v + uv” = uËv + 2u'v" + uv), 
y" =u"v+u"v + 2u'"v + 2u'v" + uv" + uv” — 
— uv + 3u"v + 3u'v” + uv” — 
= uGy + 3uËly" + 3u'vt) + uv). 


Les seconds membres de ces égalités ressemblent aux déve- 
loppements des diverses puissances du binôme (u + v)" à l’aide 
de la formule de Newton, mais au lieu des exposants on a des 
nombres définissant l'ordre des dérivées; quant aux fonctions u 
et v, il faut les traiter, pour une complète analogie avec la for- 
mule de Newton, comme des « dérivées d'ordre 0 »: u(9) et v(0). 
La formule de la dérivée d'ordre r du produit de deux fonctions 
est donc : 


y = (uv) = uOo + nu Du + UN ut LE 


. 4 UD EN utr-h}) LE + ut), (1) 
La formule (1) s'appelle formule de Leibniz *). Prouvons-la par 
récurrence. 

Pour nr — 1, cette formule s'écrit (uv) = u’v + uv’, ce qui est 
confondu avec la formule de dérivation du produit de deux fonc- 
tions. Pour r — 2 et n — 3 elle est également vérifiée. Suppo- 
sons qu'elle est valable pour #7 et montrons qu'elle l'est pour 


*) Leibniz Gottfried Wilhelm (1646-1716), philosophe et mathémati- 
cien allemand. 
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n + 1. Dérivons la formule (1): 
gr) = pt#ig LE up" LE n [uv um y] + 
+ EN [ut - Du” Lutm-2y" ]+. 


. LD RE Qutn-A+ Dpt) LE nr AR+ TN] LE 


uv) HE uvin+l), 


En chassant les parenthèses et en réduisant les termes semblables, 
on obtient 


yet) = uty (nr +41) uo + ( n + 2) ut +... 
(n—1)...(n—k+2) (n— 1)... (n—k+1)7 (n-h+1),. 
DR LEE | ut het) th) 


. + (n + fju'vt) + ut), 
L'expression entre crochets peut être mise sous la forme : 
n(n—1)...(n—k+2) 


4 n(n—1)...(n—k+1) 

(k—1)! k! L 
__n(n—1)(n—2) ... (n—k+42) (n—k+1)(n—k) (n—k—1) (n—k—2) ...1 
(k—1)!(n—k+1)(n—k)(n—k—2) ...1 + 

n(n—1)...(r—k<+1)(n—k)(n—k—1) E—-2 nt 
+ k\(n—k)(n—k—1)(n—k—2). 
n! cn 


Dim ENT À in: — 


. n | — —)= 
=D im—h! = Re 
n! n +1 (n +1)! 


Dim ikm—kET) ki —kEII — 
(A+1)n(n—1) (n—2) ...(n—k+2)(n—k+1) x 

_ X(n—k)(n—k—1)(n—k—2) ...1 

ki —kE ED (nb (n—k—1)(n—#k—2)...Î 


__(n+i)n(n—1)(n—2) ...(n—k+2) 
du k! ° 
Donc 
ytr+1) — utnty DL (nr + 1) u(')p’ + 0e u(n- y? D ce 
+ (n+1i)n EN . .(n— k +2) utr-R +) pt) =. 
+ (n + 1) vo) ut. 


Exemple 1. Calculer la dérivée d'ordre cinq de la fonction 
y = 2°6*. 
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. lution. En posant u = zx$ et u — e*, on obtient u’ — 
= u”" — 207, u”” — 60zx*, ut4) — 1207, ul — 120: 0 — 
= v" = 0" = 04 = pv) — e*, En portant ces expressions dans 
la formule © pour nr = 5 on trouve 


y9 = 12067 + 5.120xe* +35 + 60x26 a 
_ 


= €* (120 + 6007 + 60072 + 20078 + 25:78 + xS), 
Exemple 2. Calculer la dérivée d'ordre n (nr => 2) de la fonc- 
tion y = x* cos x. 
Solution. En posant u = cos x et u = r°, on trouve 


u(") — cos (z+n5). v'= 2x, v'—=2, v'= uv = ms) — ,,. —=0. 


En portant ceci dans la formule (1), on obtient 
yt")= cos (z+n +) 2 2° + 2n cos [r+(r—1) 5 D + ]z+ 
+ 29 cos [x + (r— 2) +. 


4. Différentielles supérieures. Considérons les différentielles 
supérieures. Pour la commodité on se servira aussi bien des 
symboles dy et dx que des symboles ôy et ôx pour désigner les dif- 
férentielles. 

Soit f (x) une fonction dérivable en chaque point x d’un inter- 
valle. Alors sa différentielle 


dy = f" (x) dx, 


que l’on appellera différentielle du premier ordre (ou différentielle 
première), est une fonction de deux variables: l'argument zx et 
sa différentielle dx. Supposons que la fonction f’ (x) est à son 
tour dérivable en un point x. Traitons dz comme un facteur cons- 
tant. La fonction dy est alors une fonction du seul argument x 
et sa différentielle en x est de la forme: 


ô (dy) = 6 [f” (x) dr] = [f” (x) dx] ôz = f” (x) dr ôz. 


La différentielle 8 (dy) de la différentielle dy en zx, prise pour 
ôz = dx, s'appelle différentielle d'ordre deux (ou différentielle se- 
conde) de la fonction f (x) en x et se note d°y: 


dy = f" (x) (dzx)°. 


La différentielle Ô (d°y) de la différentielle d?y, prise pour ôxz = 
— dr, s'appelle différentielle d'ordre trois (ou différentielle troi- 
sième) de la fonction f (x) et se note d°y, et ainsi de suite. La dif- 
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férentielle ô (d"-!y) de la différentielle d'y, prise pour ôxr — 
— dx, s'appelle différentielle d'ordre n (ou différentielle n-ième) de 
la fonction f (x) et se note d”’y. 

Montrons que la différentielle #-ième de la fonction y est sus- 
ceptible de la formule 


d'y = y) (x) (dx)", n = 1, 2, ... (2) 


Faisons la démonstration par récurrence. Pour nr = 1 et n = 2 la 
formule (2) est prouvée. Supposons qu'elle est vraie pour les 
différentielles d'ordre nr — 1: 


d"-ty = y (a) (da) 
et que la fonction y" (r) est dérivable en un point x. Alors 
d’y = 8 (dy) = 8 [y (>) (dx) = 
= [0 (2) (dz)"-1]" Oz = y") (x) 8x (dx)"-1. 
En posant ôx = dx, on obtient 
d'y = 8 (d"-1y)|ax=ax = y (x) (dx)", 


C.Q.F.D. 
La formule (2) entraîne pour tout n 
: d’: d” 
y (D = ou ypM(r) = TT . 


c’est-à-dire que la dérivée d'ordre nr de la fonction y = f (x) au 
point x est égale au rapport de la différentielle d'ordre n de cette 
fonction en x à la puissance n#-ième de 1a différentielle de l’argu- 
ment. 


Exemple 3. Calculer la différentielle d°y de la fonction y = 
= 24 — 3r° + 4. 
Solution. Une dérivation successive nous donne 
y (x) = 42 — 6x, y" (x) — 127° — G, y’ (x) — 247. 
Donc 
dy = y” (x) (dx)° = 24x (dx). 


$ 11. Définition paramétrique 
d’une fonction et dérivation 


1. Définition paramétrique d’une fonction. Soient données 


deux fonctions 
z = @ (t), y = Ÿ (t) (1) 


d'une variable indépendante ft, définies et continues sur le même 
intervalle. Si x — œ (t) est strictement monotone, sa réciproque 
t — O (x) est univoque, continue et strictement monotone. Donc 
y peut être traitée comme une fonction dépendant de la variable z 
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par l'intermédiaire de la variable t, appelée paramètre: 
y = Ÿ [D (x)|. 


On dit alors que la fonction y de x est définie paramétriquement 
par les équations (1). 

Signalons que la fonction w [® (x)] est continue en vertu du 
théorème de continuité d’une fonction composée. 


Exemple 1. Soient x = R cost, y = Rsint (0<t< nr). La 
fonction z — R cost étant strictement décroissante sur [0, xl, 
ces équations définissent paramétriquement une fonction y de x. 
Si à partir de la première équation on exprime f en fonction de zx 
et qu’on le porte dans la deuxième, on obtient la fonction de x 
cherchée sous forme explicite. 

On obtient plus facilement y en fonction de zx si l’on remarque 
que 

2° + y* = R* (cos* t + sin“ t) = R*. 


D'où y = +V R? — x°. La fonction y — R sin t étant positive sur 
[0, x], on retiendra le radical précédé du signe +, c'est-à-dire 
y=VR-x. 

Si £E[x, 2x], alors y= —V R?— 22. 

On en déduit donc que lorsque t varie sùür l'intervalle [0, 2x], 
les formules x — R costet y = R sin t définissent deux fonctions 
de la variable x représentées graphiquement par un cercle de 
rayon À. 


Exemple 2. Soient x = acost, y = bsint, t E (0, 2r]. Ces 
équations sont les équations paramétriques de l’ellipse, puisque 
(cf. remarque du n° 1, $ 7, chap. 3) l’ellipse est la transformée de 
son cercle principal dans une affinité orthogonale d’axe Oz et de 


rapport 2 . De l'exemple 1 il s'ensuit que les équations paramétri- 


ques du cercle z° + y* = a* sont les équations x = a cos {, y — 
= asint, tE (0, 2x]. Donc les équations paramétriques de l'el- 
lipse se déduisent de celles du cercle en multipliant le second 
membre de l'équation de y par b/a, soit: x = a cost, y — bsint, 
t E[0, 2x]. On peut procéder autrement. En éliminant f entre ces 
équations (en les résolvant par rapport à cos t et sin t, en élevant 
au carré et en additionnant) on obtient 


(x/a)® + (y/b}* = cos t + sin* t — 1 ou z°/a° + y*ib* = 1 


c'est-à-dire l'équation d’une ellipse. 

La définition paramétrique d’une fonction revêt une signifi- 
cation toute particulière dans l’étude du mouvement d'un point. 
Si un point se déplace sur le plan, ses coordonnées x et y sont 
fonctions du temps t. La donnée des fonctions x = œ({t), y — 
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= 4 (t) définit complètement le mouvement du point. Sur chaque 
intervalle de temps où la fonction œ (t) est strictement monotone, 
on peut comme précédemment définir une fonction y — #{[® (x)] 
dont la courbe représentative est la trajectoire décrite par le 
point durant cet intervalle de temps. Dans le dernier exemple les 
fonctions décrivaient le mouvement elliptique d’un point. 


2. Dérivation d'une fonction définie paramétriquement. Sup- 
posons maintenant que les fonctions zx = (ft) et y = 7% (t) sont 
dérivables et de plus que ®” (t) = 0 sur un intervalle. Cette iné- 
galité entraîne la stricte monotonie de la fonction x = œ (t) (cf. 
théorème 6.7 du chap. VI) et par suite l'univocité de la fonction 
réciproque & — ® (x). D’après le théorème 5.4 de la dérivée de 
la fonction eSIprOqUe, la fonction 1 (x) admet la dérivée 

D p CAC) 
et d’après le théorème 5.5 de la dérivée d’une fonction composée, 
la fonction y = 1 [® (x)] a pour dérivée 


y (x) =" (D(2)D" (x). 


(ny = Ÿ_@ 9 
PO lo * (2) 


On a donc prouvé que la dérivée d’une fonction définie para- 
métriquement s'exprime par la formule (2). 


Donc 


Exemple 1. Trouver y’ (x) si zx =Rocost, y —=Rsint, 
t EIO, xl. 

Solution. La formule (2) nous donne (ici t — @ (x) — 
= Arc cos (z/R)): 


R cost 


COS 
y (x) = —Rsint = 


. cas (x/R) = V1 — cos? t = Arc cos (x/R) = 


—_— 


T 


R T 
RE ———— Se ————— T R). 
VIRE TRE (2 + À) 
Si l’on se sert de l’expression explicite de la fonction y, soit 
— VR?— z°, on obtient bien sûr le même résultat : 


, — 2x x 
Pope Opus Vren 
Supposons que les fonctions æ({) et w(t) sont deux fois déri- 

vables en un point f{. On peut alors calculer la dérivée seconde 
de la fonction définie paramétriquement. On remarquera que 
d” (4) 
p' (6) l=@x) 
quement par Îles équations y: = 


est à son tour définie paramétri- 


SO O & 2=60. 


la fonction y’ (x) — 
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La formule (2) nous donne donc 


D” (1) | 
nn pren Vi) _ \ p() - 
y G)= GG: p" (4) [1=@(x) p'(t)  [t=x) 
Ÿ" (4) p” ()—p" (1) à’ (4) 
_ CAO — D" (#4) q° (&)—p" (4) Ÿ’ (4) 
p” (1) t= (x) [p° (4)]° t=D(x) ‘ 


On s’est servi de la règle de dérivation du quotient. Ainsi 
D" (4) pt) —®” (£) Ÿ° (4) (3) 
t= (x) : 


UE CAO 
On calcule de façon analogue la dérivée de tout ordre de y par 
rapport à zx. 


Exemple 2. Calculer y” (x) si x = cost, y = sint, t € [0, xl. 


Solution. y" (t) = cost, y°(t) = —sint; zx (t) = 
= —sint, x” (t) = —cost. En portant dans la formule (3), on 
trouve 

» __(—sint) (—sint)—(— cos t) (cos t) … 
y () LL (— sin t}° ImArc cos (x/R) 
_ sin?t+cos!t - 1 = ee 
 (—sint) [t=arccos(x/R) Sins Ît=Arccos (x/R)  (1—22/R2)3/2" 


CHAPITRE VI 


APPLICATION DU CALCUL DIFFÉRENTIEL 
À L’ÉTUDE DES FONCTIONS 


Dans le chapitre précédent nous avons étudié la dérivation des 
fonctions. Voyons maintenant les méthodes d'étude des fonctions 
et de construction des graphiques, méthodes qui sont largement 
utilisées aussi bien en théorie qu’en pratique. 


$S 1. Théorèmes fondamentaux du calcul différentiel 


Théorème 6.1 (Fermat *)). Soit f (x) une fonction définie sur 
un intervalle Ja, b[ et présentant un extrémum en un point zx,. Si 
cette fonction est dérivable en x,, sa dérivée est nulle en ce point, soit 
f" (&o) = 0. 

Démonstration. Supposons pour fixer les idées que la 
fonction f (x) présente un maximum en x,, c'est-à-dire que f (x) < 
f(x) pour tout xE la, bl. Ceci exprime que Ay = f (x, + 
+ Az) — f(x) L'O pour tout point x, + Azx Ela, b[. Donc si 
Ax>0(z > zx), alors Ay/Az < 0 et par suite 


; : Ay 
f (x)= lim ==<0; 
( 0) Ne Az 


si Az << 0, alors Ay/Azx > 0 et par suite 
$ | y 
— Jim —>0, 


c'est-à-dire qu'en zx, la dérivée à droite est négative et la dérivée à 
gauche, positive. La dérivée f” (x,) existe par hypothèse, donc 
f: (Go) = 2 (to) = f’ (to). Ce qui n’est possible que lorsque 
f, (&o) = 2 (to) = 0. Donc f’ (xo) = 0. 

Le cas où f (x) présente un minimum en zx, se traite de façon 
analogue. 

Le théorème de Fermat admet l'interprétation géométrique 
suivante: si une fonction f(x) dérivable en un point x, présente 
un extrémum en ce point, la tangente à sa courbe représentative 
au point (x; f (xo)) est parallèle à l’axe Ox (fig. 69). 


*) Fermat Pierre (1601-1665), mathématicien français. 
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Remarque. Le théorème est mis en défaut si la fonction f (x) 
est envisagée sur un intervalle fermé [a, b]. Par exemple, sur 
[O, 1] la fonction f (rx) — x présente un minimum en z —0et un 
maximum en z = 1, mais sa dérivée n'est nulle en aucun de ces 
points (fig. 70). 

Théorème 6.2 (Rolle *)). Soit f (x) une fonction : 

19 définie et continue sur (a, b]: 

2° dérivable sur Ja, bl:; 

3o f (a) = f (b). 


Il existe alors un point c € Ja, bl en lequel f’ (c) = 0. 


homme — —— — 


| 
4 Xo b x O 
Fig. 69 Fig. 70 


Démonstration. La fonction f (x) étant continue sur 

[a, b], elle prend d’après le deuxième théorème de Weierstrass 

une valeur maximale M et une valeur minimale m, c'est-à-dire 

qu'il existe deux points z,, 2, € [a, b] tels que f (x;) = m, 
Î (xz2) = Met 


m<f(:)< M. 


On  distinguera deux cas: 
1)M=m;2)m< M. 

Dans le premier, f(x) = 

— const — M — m. Donc la dé- 

x rivée f (x) s'annule en tout point 

de [a, b] et le théorème est prouvé. 

Fig. 71 Dans le second, puisque f (a) = 

— f (b), l'une au moins des va- 

leurs m et M n’est pas prise aux bornes de [a, b], c’est-à-dire 

qu'il existe un point c € Ja, bl en lequel la fonction f (x) prend sa 

valeur maximale ou minimale. Dans ce cas la fonction f (x) est 

dérivable en c et le théorème de Fermat nous dit que f” (c) = 0. 


f(a)=f(b) 


La signification géométrique du théorème de Rolle est la sui- 
vante : le graphique d’une fonction f (x) continue sur [a, b], déri- 
vable sur Ja, b[ et telle que f (a) — f (b), présente un point 
(c; f(c)) en lequel la tangente est parallèle à l’axe Oz (fig. 71). Sur 
Ja figure 71 la fonction f (x) présente un maximum en c. 


*) Rolle Michel (1652-1719), mathématicien français. 
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Signalons que les trois conditions du théorème de Rolle sont 
toutes essentielles. Pour s’en assurer il suffit de citer des exem- 
ples de fonctions pour lesquelles sont remplies deux conditions 
seulement du théorème et dont les dérivées ne s’annulent en aucun 
point. Ainsi par exemple la fonction f (x) = z, x E[0, 1] (cf. 


tr---——— 


Fig. 72 Fig. 73 


fig. 70) satisfait les conditions 1° et 2° mais pas la condition 3° 


et il n'existe pas de point c en lequel f” (x) = 0. Considérons enco- 
re deux exemples. 


La fonction 
z si OKrz<iÂ, 
PE O si zr—1 


dont le graphique est représenté sur la figure 72 vérifie les condi- 
tions 2° et 3°, mais pas la condition 1°. La fonction f (x) = |z |, 
z El—1, 1] (fig. 73) vérifie les conditions 4° et 3°, mais pas la 
condition 2°. Pour ces fonctions il n'existe pas non plus de point 
c en lequel leur dérivée fût nulle. 

Signalons qu'en mathématiques on vérifie qu'une condition 
est essentielle en construisant des exemples dans lesquels la 
non-réalisation de cette condition met en défaut le théorème. 


Théorème 6.3 (Lagrange *)). Si f (x) est une fonction: 
4° définie et continue sur [a, b]; 
20 dérivable sur ]a, b[, il existe un point c € la, bl tel que l'on a 


f(b)—f(e) _ y 
me 


Démonstration. Considérons la fonction auxiliaire 


F(x)=f(2)—f (0 —1O=ÉO (72 à), 


b—a 


sur [a, b]. Cette fonction remplit les trois conditions du théorème 
de Rolle: 


*) Lagrange Joseph Louis (1736-1813), mathématicien français. 
10—01561 
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1) F (x) est définie et continue sur [a, b] (en tant que diffé- 

rence de deux fonctions continues: la fonction jf (x) et la fonction 
b) — 
f (a) + OI (> — a); 

2) F (x) est dérivable sur Ja, b[, c'est-à-dire qu'à l'intérieur de 
la, b] elle admet une dérivée égale à F” (x) = f’ (x) — 10 : 
3) F(a) =0, F (b) = 0 d'où F (a) = F (b). 

D'après le théorème de Rolle il existe donc un point c € Ja, bl 


tel que F” (c) = 0, c’est-à-dire que f” (c) — Le = 0. D'où 
, b) — 
Î ç) =10 70, . 


Etablissons la signification géométrique du théorème de La- 
f (b)— f (a) 
b— a 
de la sécante passant par les points /, (a; f (a)) et M,(b; f (b)) 
de la courbe y — f(x), et 
‘f" (c), le coefficient directeur de 
la tangente à la courbe y = f (x) 
au point (c; f (c)). Le théorème 
de Lagrange affirme qu'il existe 
au moins un point c tel que la 
tangente au point (c; f (c)) est 

parallèle à la sécante M,M.. 


grange (fig. 74). La quantité est le coefficient directeur 


Remarque 1. L'égalité 
f (b) — f (a) = f (c) (b — a), 
a<c< pb, (1) 


s'appelle formule de Lagrange ou formule des accroissements finis. 


Remarque 2. Le point c étant compris entre a et b, on a c = 
= a +60 (b — a), où 0 LA L'1. Ceci nous permet d'écrire la 
formule de Lagrange sous la forme suivante: 


f(b)—f(a) =f (a +8 (b — a)) (b — a), où 0 <<. 
Remarque 3. Si l’on pose a = zx, b = x + Ax, on obtient 
f(z + Az) — f(x) = f(x + 0x) Az, où 0<8<1. 


Cette représentation de la formule de Lagrange est souvent plus 
commode que la forme ({). 

On verra dans la suite que le théorème de Lagrange intervient 
dans la démonstration de nombreux théorèmes et formules d’ana- 
lyse. 


Théorème 6.4 (Cauchy). Soient f (x) et g(x) des fonctions 
continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, b[. Supposons que g’ (x) # 0. 
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Il existe alors un point c € la, bl tel que l'on a 


fC)— f{a) _ f'{c) (2) 
g(b)—g(a) go)” 


Démonstration. Montrons tout d'abord que g (b) = 
Æ g (a), c'est-à-dire que la formule (2) a un sens. En effet, si l’on 
admet que g (b) = g (a), le théorème de Rolle nous dit qu'il 
existe un point Ë € Ja, bl en lequel g” (E) = 0. Or ceci contredit la 


condition g’ (x) Æ 0 sur Ja, bl. Passons à la démonstration de la 
formule (2). 


Considérons la fonction auxiliaire 


Ne f (b)— f (a) ; 
FU=G) 0) EU) —$(Q)] 
sur [a, b]. 11 est immédiat de remarquer que la fonction F (x) 
vérifie les conditions du théorème de Rolle sur [a, b]. En effet, 
F (x) est continue sur [a, b], dérivable sur Ja, bl et de plus F (a) = 
— F (b) = 0. D'après le théorème de Rolle, il existe un point 
c € Ja, b[ tel que F” (c) = 0. 


Comme F7” (x) = j’ OR (x), on a 


’ , b) — ’ 
Fo = fo 8° (0) = 0. 


D'où la formule (2), puisque g'(c)=Æ0. 


Remarque. La formule (2) s'appelle formule de Cauchy ou 
formule généralisée des accroissements finis. 


$ 2. Levée des indéterminations. 
Règle de l'Hôpital 


1. Levée d'une indétermination de la forme © . On dira que 


f () 


le rapport PTE 


° Ld e e () 
est une indétermination de Ja forme — lorsque 


ZT— a Si 


lim f(x) = lim g (r) = 0. 


X—u X—(«1 


: : 2 =. LUE 

Lever cette indétermination c'est calculer la limite lim 7e 
X—-a S 

si elle existe ou montrer qu'elle n'existe pas. Le théorème 

suivant nous fournit une règle pour lever les indéterminations 


0 
de la forme É 


10* 
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Théorème 6.5 (l'Hôpital *)). Soient f (x) et g (x) des fonctions 
définies et dérivables au voisinage d’un point a, sauf éventuellement 
en ce point a. Supposons que ‘ 

lim f(x) = lim g(x) = 0 **)et g'(x) 0 dans ce voisinage du point a. 
nl / 


X—:t Ed 


Si le rapport L = tend vers une limite (finie ou infinie) lorsque 
r— ac, il en est de même du rapport LE et de plus 
f () f 


«a 8) in g © : 


Démonstration. Soit {r,\ une suite quelconque de 
valeurs de z tendant vers «a =£ z,. Prolongeons les fonctions f (x) 


En €J E2 € 
00-20 91050 0 — 3 —0 7 
Fig. 75 


et g (x) par continuité au point a en posant f (a) = g (a) = 0. Il 
est alors évident que f (x) et g (x) sont continues sur [a, x,], déri- 
vables sur Ja, x,f et par hypothèse g” (x) 0. Donc les fonctions 
f (x) et g (x) remplissent toutes les conditions du théorème de 
Cauchy sur {a, x,l, autrement dit [a, x,l contient un point ë, 
tel que 

f (Zn) — f (a) __ f” (En) 

BG) gr en El8 tale 


Mais f(a)=g(a)=0, donc 


es == — = es ’ Ën € ] a, Th [. (1) 

Faisons tendre n vers co dans la formule (1). [l est alors 
LACR 
g (2) 
possède une limite lorsque r tend vers a. le second membre 
de la formule (1) possède, lorsque 7 —+ 0, une limite qui est 
égale à lim ER G) : 
| x-a 5 (x) 
de la formule (1) admet aussi une limite et de plus 

: f (zh) __ J: f” (2) 

DU ne G 


évident que E,—a lorsque r7—+o (fig. 75). Puisque 


Donc, lorsque r—>0c0o, le premier membre 


*) L'Hôpital Guillaume François (4661-1704), mathématicien français. 
**) Le théorème est vrai dans le cas aussi où r—+ a_ ou z—+a,. 
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Puisque {z,} est une suite arbitraire de valeurs de x tendant 
JG) 


vers a, on en déduit que —— ue 


et 


possède une limite lorsque x— a 


. f (x) Pa 
So g (x) g'(x)° = 


Ce théorème s’appelle généralement règle de l'Hôpital. 


Remarque 1. Si les dérivées f’ (x) et g” (x) remplissent les mê- 
mes conditions que les fonctions f (x) et g (x), on peut appliquer la 
règle de l'Hôpital à deux reprises. On obtient alors 
1) Jim 2 2 Jim ® 


za EU)  xeu 8) ea 8) ° 


Remarque 2. Le théorème reste en vigueur dans le cas où 
T— 00, ZI—> oo et z—>— 00. En effet, supposons par exemple 


que lim}f(x) — lime()=0 et que f" (x) 


X-—0 ( ) 


possède une limite 


(finie ou infinie) brie x — oo. Faisons la substitution x = 1/?; 
alors t —+ 0 lorsque z —+ et f (x) = f (1/t) —+ 0, g (x) = g (1/t) —+ 
— 0. En appliquant le théorème 6.5 et la règle de dérivation d’une 
fonction composée aux fonctions f (1/) et g(1/t)}, on obtient 


f (2) 1/1) on FAC) F0 1 
eu de g (1/0) = En 0 1/2) Ho 7) — lim ae 


Considérons quelques exemples. 


x—0 T x—0 2z  _x—n DA 
. — si . 1 — cos z | sin z 

> him ==} — ]jim ——— — 
x—0 XxX—0 3x? x—0 6x 

2 1 Jim 1 4 1 

Ü 0 Z 6 6 * 
.. ex— .. | 

3. lim==1= Jim — = ]ime = f{. 
x—0 æ x—0 x—0 

2. Levée d’une indétermination de la forme ——. On dira 

FAC] 


que le rapport —— 2G) est une indétermination de la forme = 
lorsque x — a si 

lim f(x) =limg(rx) = co, “+oo ou —oo. 

Xe <a 


Cette indétermination est justiciable d’une proposition iden- 
tique au théorème 6.5, plus exactement : ce théorème reste va- 
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lable si l'on y remplace la condition lim f(x) = lim g(x) = 


= 0 par la condition lim f(x) — lim er — C0. 


Ed X—a 
Considérons quelques exemples. 


Line ji 0 > 2-0. 


X— 2 | X— +o0 X—+00 
D. lin Jin M = pe 2027 
X—+> X— +00 x—+0 ex 
.. nl! 
— lim — — 0 
Re 0 
j + : In x 
3. lim Yzinxz= lim = 
| {/x | ; 
= lim =372 — — 2 lim Vi: 0. 
x—0+ (— 1/2) x7S DE 


3. Levée des autres formes d’indétermination. Les indétermi- 
nations de la forme Ü-0 et oc — œ peuvent être ramenées aux 


: ° : , () CO 
indéterminations de la forme sets: Montrons-le sur des exemples. 


Exemple 1. Trouver lim rinx. 
X—0 + 


Solution. Onauneindétermination de la forme 0:00. Mais 


n LT LC . . e « . ” e ° 
zinx = TE , c’est-à-dire qu'on a affaire à une indétermination 


= - En appliquant la règle de l'Hôpital, on trouve 


. À nr) 5 1/z | 

lim zinxz= lim = lim = — lim x=0. 

Xx—-0+ X—0+ ( /x) xe0+ LT x—-0+ 
Exemple 2. Trouver lim (secr—tgr). 

x—7/2 
Solution. On a une indétermination de la forme oc — co. 
| 1 in 4—sin x ; 
Mais sec x —tgx——— 377", Ons’est donc ramené 
COS T cos Tr COS Z 


» e L 4 e F1 () 
à une indétermination de la forme TE 


La règle de l'Hôpital nous donne 


: . 1—sin r j — COS z 
lim (secr—tgzr)= lim (==) = lim ——— =0. 


Considérons enfin les indéterminations de la forme 09, 1” et 
co. On rencontre ces indéterminations lorsqu'on étudie des fonc- 
tions de la forme y = f (x) dans lesquelles f (x) tend respec- 
tivement vers 0, 1 et oo, et g (x), respectivement vers O0, et 0 
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lorsque x — a. L'identité 
f (2) = ee In x) 


é 


nous ramène à l'indétermination Ü- qui a déjà 


Exemple 3. Calculer lim :«*. 
x—0+ 
Solution. On a une indétermination de la forme 0°. Mais 


= e* M5, À l'exposant on a une indétermination de la forme 
0- qui a déjà été étudiée (cf. exemple 1). Donc 


étudiée. 


lim xinzx 
lim 2° = lim eximnx—ex-0+ = © — {. 
X—0+ X—0+ 
Î 


Exemple 4. Calculer lim (1 + 1°) ou 
x—0 


Solution. On a une indétermination de la forme 1”. Mais 
(A + r2)1/f tx) = ein (A +xn)]) et x), 


A l'exposant on a une indétermination de la forme =. La 
règle de l’Hôpital nous donne 


ne, = OT) (ET). 
in BUS lim EEE 
2r 2 _ 
” . (e* — 1) (1+ 7) un (1) +(e—1) 27 = À. 
Donc 


Î 
lim In({+xt) 


lim (1+29° TITX Lex-0 À-1-x— 2, 


Exemple 5. Trouver lim (tgr)*%°%*. 
x—r/2 
Solution. On a une indétermination de la forme oc. Mais 


2intg x 
(tg r)° Age cos x In EX —b 1/(cas x). 


A l’exposant on a une indétermination de la forme =. La 
règle de l'Hôpital nous donne 


2 
lim 2Intgz _ ra Intgz 2 lim 1/(tg x) sec? z 
xæn/2 1/(c0s 2) xen/2, SCT xn2 SCrtez 
=92lim 2 =2 lim EEE — Jim cosr—0. 
x—71/2 te z x-n/2 2 (BZSeC T  xr/2 
Donc 
. des lim 2cosxintg x 
lim (tgr)?%*- ex-2/2 = 9 —1. 


x—-71/2 
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$ 3. Formule de Taylor 


Etudions maintenant l’une des plus importantes formules 
d’analyse mathématique dont les applications sont innombrables 
tant en analyse que dans les disciplines connexes. 


1. Formule de Taylor 


Théorème 6.6 (Taylor *)). Soit jf (x) une fonction n + 1 jois 
dérivable **) dans un voisinage d'un point a et dans a, et soit z 
une valeur quelconque de ce voisinage (x == a). Entre les points a et 
x il existe alors un point & tel que l'on a la formule 


f(x) = C2 mer LA ? (za) + —— Fr LT ( (x — a} + ... 


1e (a). F(R+) (6) n+ 
+R a+ RS a, (0 


Démonstration. Designons par p (x, a) le polynôme 
de degré r en x du second membre de la formule (1), soit 


qu, a)=f(a)-+ LCL (oo) + LO (op +. +00 6 op 


(On l’appelle polynôme de Taylor de degré r de la fonction j (x).) 

Désignons par R,:, (x) la différence 

Rat (x) = f(z) — (x, a). 
On prouvera le théorème lorsqu'on aura établi que 
(+1) {€ LES 
Ras (eo) = Sr (x — 0) l, GET: 

Fixons une valeur quelconque x dans le voisinage envisagé. 
Admettons pour fixer les idées que x > a. Définissons une va- 
riable t sur [a, x] et considérons la fonction auxiliaire 


— a)n*+1 


sur [a, x]. 

La fonction F (t) remplit sur [a, x] toutes les conditions du 
théorème de Rolle : 1) de la formule (2) et des conditions imposées 
à la fonction jf (x) il s’ensuit que F (t) est continue et dérivable 
sur [a, x], puisque f (t) et toutes ses dérivées jusqu’à l’ordre r» le 
sont sur [a, xl; 

2) en posant t = a dans (2), on obtient 


F (a) =f(z) — (x, à) — Ra (x) = 
= Rat (x) — Rat (0) = 0. 
+) Taylor Brook (1685-1731), mathématicien anglais. 


**) Il s'ensuit queila fonction j (x) et toutes ses dérivées jusqu'à l’ordre 
n sont continues et dérivables dans ce voisinage. 
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En posant t — x dans (2),on a 
F()=f (of (0 —LQ (22) LD (om — 


(2) : —2)HIR,, 
—0e (z— x) — Le = (. 


Donc la condition F (a) = F (x) est remplie. 
D'après le théorème de Rolle, l’intervalle [a, x] contient un 


point € tel que 
F°(E) = 0. (3) 


Calculons la dérivée F” (t). Une dérivation de la formule (2) par 
rapport à £{ nous donne 

’ f” 
P'o=—f (+ LOL ne EL 2-1 


5 , fn) _. 
ro AUS AE UN 1— 


_ fOn+1) (+) (x— it)" + , (n—+1) (z— t)Rns G) 
n\ 


(x— a)? 


Il est immédiat de remarquer que tous les termes du second mem- 
bre à l'exception des deux derniers s’annulent mutuellement. 
Donc 
? qn+1) { n { — {)YTR + 
F'(t)— Or) NC D An e), (4) 


(z—a)n?i 


En faisant £ — £ dans (4) et en se servant de la relation (3), on 
obtient 


+1) (£ LL — £)" n+ 
F' (Ë) = — IT : LE ) (zx — ë) “e (n +1) Er 1 (x) — 0, 
d'où 
+1) (È ns 
Ras (2) = TO (ca), 0 


La formule (1) s'appelle formule de Taylor et l'expression de 
Rh+1 (x), reste de Lagrange. Ce reste peut être mis sous une autre 
forme. Puisque £ € Ja, xl, il existe un nombre Ô compris entre 0 
et 1 tel que £ = a + 6 (x — a) et le reste prend la forme 


+1 | —— 
Ra+1 (2) RE 2 RU (x—a)"#1, O<A<1. 


Cette forme du reste est le plus fréquemment utilisée dans les 
applications. 


2. Autre écriture de la formule de Taylor et du reste. La for- 
mule de Taylor (1) est souvent représentée sous une autre forme. En 
posant a = z,,z—a = Aret x = zx, + Az dans la formule (1), 
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on obtient 


f (ro+ Ar) —f (ro) = LCD A7 + LCD (az + us 


2! 


f" (x : (n+1) !_ DAz 2m 
+ À Ce (Ar) + LE (A2) 1, O<O<1. (5) 


Pour n7 = 0 on déduit de (5) la formule de Lagrange 
Î (&o + Az) — f (20) = Ÿ (xo + BAT) Az. 


Montrons que si la fonction f("*) (x) est bornée au voisinage 
d’un point a, le reste R, +, (x) est un infiniment petit d'ordre su- 
périeur à (x — a)" lorsque x — a: 


 Rne (pee FD) (e—a)ntt 7, OU (E) 
eos ent eg ch 


(r—a)=0, 


puisque la fonction f("*) (Ë) est bornée et (rx — a) — 0 lorsque 
z—a. Donc 


R,+1 (x) = 0 f(x — a)"] lorsque x — a. (6) 


La formule (6) s'appelle reste de Peano *). 


3. Formule de Maclaurin. On appelle formule de \aclaurin **) 
la formule de Taylor (1) pour a = 0: 


F 0 É 0 or n : 
FO)= (0) + 0 24 flat. + on Rous(a). 
Le reste est 


1) Ro (eo) = SR gr, O<8<1, sous la forme de 


Lagrange ; 
2) R,+1 (x) = 0 (x) sous la forme de Peano. 
4. Développement de certaines fonctions élémentaires à l’aide 


de la formule de Maclaurin. 
1) f (x) = e&. Puisque 


fa)=f D=f@=...-f"0(D26e, 
f(0)= f' (0) =f"(0) = ...—f"*# (0) =1, 
la formule de Maclaurin est 
lt Et Et. + Ho(r). (7) 


*) Peano Giuseppe (1858-1932), mathématicien italien. 
*+*) Maclaurin Colin (1698-1746), mathématicien écossais. 
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2) f(x) =sinr. Comme 
f0 (x) = sin (r+n =.) , ft (0) =sin (n +) — 


pour n pair, 


= | (— 19/2 pour n impair, 
la formule de Maclaurin est 


r° 


+ ….+(—1)""1 2" 8 
— ar ter TE Fr. _— ) tot ). (8) 


n) _ MA 
f (0) cos ( D) ] (= 1)"/2 
la formule de Maclaurin est 


r° x 2 : TE re) | 
cosr=l— ++... +(—1) Bot 0). (9) 


3) f(x) =cosr. Etant donné que 


f09 (x) = cos (x+n: n 


© TE 


pour 7» pair, 
pour 7 impair, 


Dans la formule (8) le reste est écrit sous la forme o (r*") et 
non pas sous la forme o (x*"-!), puisque le terme suivant est nul 
(ceci concerne également la formule (9)). 

&) f(x) = (1 —+— xz)%, où à est un nombre réel. Puisque 


Na) =a(a—1)...(a—n+1)(1 — zx)e-", 
[0 (0) =œ(æa—1)..:(« —n +1), 
la formule de Maclaurin s'écrit 
a(t—1) .,, a(a—1)...(a—n+t1) 
a a ———_——_—————————— 


A+ = rt 2 * n | F4 
+ Ritz), 
où le reste de Lagrange vaut 
Ron Go) = EDEN (1 LG Dan, OO € 1. 
Dans le cas particulier où «& — n est un entier naturel, 


f0+D (x) = 0, donc R,4, (x) = 0 et l'on obtient la classique 
formule du binôme de Newton 
(+2) = 1x TE or — 


A 4) 


Ts. (10) 


Les développements ci-dessus montrent que la formule de Mac- 
laurin permet d'approcher les fonctions avec une certaine précision 
par des polynômes. Les polynômes se prêtent bien aux opérations 
arithmétiqües, on peut calculer leurs valeurs en tout point, etc. 
Les formules de Taylor et de Maclaurin permettent d'approcher 
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des fonctions plus complexes par des polynômes. Ces formules pos- 
sèdent par ailleurs un vaste champ d'applications. On se bornera 
à deux d'entre elles. 


9. Application de la formule de Maclaurin au calcul des dé- 
rivées. La formule de Taylor est un outil très efficace de calcul 
des limites de fonctions, limites auxquelles on est souvent confron- 
té en étudiant les fonctions. 


Sin T—z 


Exemple 1. Trouver lim———, 
x—0 T° 
Solution. Pour r = 2 la formule (8) nous donne 
2 + o (a) er ACL 
Jim | SA = — 
x—0 T° x—Ù 1 
LE o (x*) Lig=-1 
E le 2. Trouver lim “77% 
FEPDIeS: zxS sin x 


X—0 
Solution. Les formules (7), (8) et (9) entraïnent 


e*/2— cos z 1— 22,24 28/8 0 (xt)—1+22/2— 24524 


lim za sin z L . a (z—o (x)) 
sn 74/5— z'/24— 0 (xt) _ 1/8— 1/24+ a (x) de. LL = 1 
z* + 0 (x°) Sd — 1—+ a (x) 7 8 24 12 


(par « (x) on a désigné l’infiniment petit o (xt)/xt, x —+ Ô). 


6. Calcul du nombre e. Au n° 2, $ 3, chap. II, on a défini le 
nombre e comme la limite de la suite {(1 — 1/n)"} et on a obtenu 
l'encadrement grossier 2<e< 3. 

Montrons comment on peut calculer le nombre e avec la pré- 
cision voulue. A cet effet, écrivons la formule (7) avec un reste 
de Nota 


zx" e9x 


F=i+T L rhone" 0<LI< 1. (11) 


Si l’on remplace la fonction e* par son polynôme de Taylor de 
degré n, on obtient l'égalité approchée 


ER A+E ++. + (12) 


n! ° 


dont l'erreur absolue est 


lRa+1(x)1 = |«]"1, O<8<1. 


Ox 
TE TR 


)(Z 
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Si l’on considère la fonction e* sur {—1, 1], on obtient 


9x 3 
Ru OST < GET: (13) 
En posant x — {1 dans (12), on obtient la valeur approchée de e: 
| 1 1 
eml+i+s +... en 


L'erreur absolue est inférieure à 3/(n + 1)! Si l’on veut calculer 
e à 0,001 près, il faudra définir nr à partir de l'inégalité — 


(nr +1)! 
<< 0,001 ou (nr — 1)! >> 3000. D'où r = 6. Donc 
em ++... 2,718 


à 0,001 près. 

Si l'on se sert de la formule de Maclaurin, on peut donc cal- 
culer e avec n'importe quelle précision avec un algorithme basé 
sur les formules (11) et (13) et facilement réalisable sur ordinateur. 


$ 4. Etude des fonctions et construction 
de leurs courbes représentatives 


1. Critère de monotonie d’une fonction. 

Théorème 6.7. Soit f (x) une fonction dérivable sur ]a, bl. Si 
f (2) >0 (resp. 0) sur Ja, bl, la fonction f (x) est croissante 
(resp. décroissante) sur Ja, bl. 

Démonstration. Pour fixer les idées on traitera le cas 
où f” (x) > 0. Soient x, et x, deux points quelconques de Îa, bÎ 
tels que x, << x, : sur le sement [x,, x.] sont alors remplies toutes 
les conditions du théorème de Lagrange en vertu duquel 


(te) — f (21) = (c) (ze — un), c Em; tel. 


Par hypothèse, f” (c) > 0, x; — x, > 0, donc f (x,) — f (x) > 
> 0 ou f (x:) > f (x), c'est-à-dire que la fonction f (x) est crois- 
sante sur Ja, bf. 

Le cas f” (x) < 0 se traite de façon analogue. 


Remarque. On démontre de même que si f” (x) > 0 (resp. 
f” (x) < 0) sur Ja, b[, la fonction f (x) est strictement croissante 
(resp. strictement décroissante) sur Ja, b[. 


2. Extrémum local d’une fonction. 

Définition. On dit qu'une fonction f (x) présente un mari- 
mum (resp. un minimum) local strict en un point x, si pour tous les 
points x d'un ô-voisinage de x, on a f (x)  f (x) (resp. f (x) > 
> f (&)) pour z # x (fig. 76). 

Maximum Jocal et minimum local sont regroupés sous le nom 
générique d'’extrémum local. 
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De la définition il ressort que la notion d'extrémum revêt un 
caractère local en ce sens que l'inégalité f (x) << f (x) (resp. 
Î (x) > f (to)) peut ne pas être réalisée pour toutes les valeurs x 
du domaine de définition de f (x) mais seulement dans un voisina- 
ge du point x,. Il est évident qu'une fonction peut présenter plu- 


sieurs maximums locaux et plusieurs minimums locaux et il est 
même possible que tel maximum local soit inférieur à un mini- 
mum local. 


Théorème 6.8 (condition nécessaire d'extrémum local). Si une 
fonction f (x) est différentiable et présente un extrémum local en un 
point zo, alors f’ (xs) = 0. 

Démonstration. Vu que la fonction jf (x) présente un 
extrémum local en x,, il existe un intervalle ]r, — 6, x, + 6[ dans 


Fig. 77 Fig. 78 


lequel f (x,) est la plus grande ou la plus petite des valeurs prises 
sur cet intervalle. Le théorème de Fermat nous dit alors que 
Îf (zo) = 0. 


Le théorème 6.8 admet l'interprétation géométrique suivante. 
Si une fonction présente des extrémums locaux en z,, x, et zx; et 
si sa courbe représentative admet des tangentes aux points d’abs- 
cisses r,, z:etzs, alors ces tangentes sont parallèles à Oz (fig. 77). 
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Ces points sont parfois appelés stationnaires ; nous les appelle- 
rons points d’éventuel extrémum. En un point d'éventuel extré- 
mum Z,, C'est-à-dire tel que f’ (x,) = 0, la fonction f (x) ne pré- 
sente pas nécessairement un maximum ou un minimum local. 
Par exemple, si f (x) = 2°, alors f’ (x) = 31° = 0 en x = 0, 
pourtant en z — 0 cette fonction ne présente pas d'extrémum local 
(fig. 78). Etablissons une condition suffisante d'existence d’un 
extrémum local. 


Théorème 6.9 (condition suffisante d'extrémum local). Soit 
f (x) une fonction dérivable dans un 6-voisinage d'un point x,. Si 
j (x) > 0 (resp. f” (x) << 0) pour tout x E 1x, —6, xl et f” (x) < 0 
(resp. f’ (x) > 0) pour tout x E xs, xo + ôl, alors f(x) pré- 
sente un mazimum (resp. un minimum) local en x,; si f' (x) ne 
change pas de signe sur ce ô-voisinage tout entier, f (x) ne présente 
pas d'extrémum local en xs. 

En d’autres termes, lorsqu'on passe par x,, la fonction f (x) 
présente un maximum local en zx, si f (x) passe du signe + au 
signe— ; un minimum local, si f” (x) passe du signe — au signe +; 
ne présente pas d’extrémum si f” (x) garde son signe. 

Démonstration. Supposons que lorsqu'on passe par 
Zo, la dérivée f(x) passe du signe + au signe —, et soit 
zEÏzo, —6, xl. Appliquons la formule de Lagrange à la fonction 
f (x) sur le segment [x, xz,l. On obtient 


f (Go) —f(&) =f ()(to—7x), cEÏz, xl. 


Puisque jf” (x) > 0 sur Jr, — 6, xl, on a f’ (c) > 0 et de plus 
To —T>0, donc 


f (&o) —f(&) > 0 où f (xo) > f (x). (1) 


Traitons maintenant le cas où x € Ix,, x, + ôl. Appliquons la 
formule de Lagrange à la fonction f (x) sur le segment [x,, xl. On 


obtient 
f (2) —f (to) = f (C)(z— zx) CE ro xl. 


Comme f’ (x) < 0 sur Ix,, zo + ôl, on a f’ (c) < 0 et de plus 
x — Zo > 0, donc 

f (x) — f (to) < 0 où f (x) > f (x). (2) 
Des inégalités (1) et (2) il s'ensuit que dans le ô-voisinage du point 
To On A f (x) << f (To) pour zx Æ Z,, ce qui exprime que la fonction 
f (x) présente un maximum local en zx,. 

On traite de même le cas où f” (x) passe du signe — au si- 
gne +. Reste le cas où f” (x) ne change pas de signe. Supposons que 
f  (z) > 0 dans un voisinage Îxr, — Ô. x, + ôl; alors d’après le 
théorème 6.7 la fonction f (x) est croissante sur ce voisinage, c'est- 
a-dire que f (x) << f (xo) pour tout x< 7, et f (x) >> f (xo) pour tout 
z> x,. Ce qui exprime que f (x) ne présente pas d’extrémumenx,. M 
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Remarque. Le théorème 6.9 reste valable si la fonction f (x) 
n’est pas dérivable mais seulement continue en zx,. Par exemple, 
la fonction f(x) = | x | est continue enz—0 mais pas dérivable. 


A titre d'exemple cherchons les points en lesquels la fonction 
f(x) = 2 — 3x présente un extrémum local. Calculons la dé- 


Lé 


rivée f’ (x) = 3x — 3 = 8 (x° — 1). La résolution de l'équation 


3 (x? — 1) = 0 nous donne deux points d'éventuel extrémum: 


z, = —1 et x, = 1. Il est plus commode de poursuivre notre 
étude sur le tableau de variation de la figure 79. On voit que la 
fonction f (x) présente un maximum local égal à 2 en x, = —1 et 


un minimum local égal à —2 en x, = 1. 


Fig. 80 


Par ailleurs, f (x) est strictement croissante sur ]J—co, —1[ et 
]{, oo et strictement décroissante sur ]—1, 1. 


3. Sens de convexité et point d’inflexion de la courbe repré- 
sentative d’une fonction. Soit y — f (x) une fonction dérivable 
sur un intervalle Ja, bf. La courbe représentative de la fonction 
y — f (x) admet alors une tangente en tout point M (x; f (x)), 
zx € Ja, bl, et de plus cette tangente n’est pas parallèle à l’axe 
Oy, puisque son coefficient directeur qui est égal à f” (x) est fini. 


._ Définition 1. On dira que la courbe représentative d'une fonc- 
tion y — f(x) a sa convezxité tournée vers le bas (resp. vers le haut) 
sur un intervalle Ja, bl si elle est située au-dessus (resp. au-des- 
sous) de toute tangente sur Ja, b! (fig. 80). 


Théorème 6.10. Si une fonction y = f (x) admet sur un inter- 
valle ]a, b[ une dérivée seconde f” (x)> 0 (resp. f” (x) < 0), sa courbe 
représentative est convexe vers le bas (resp. vers Le haut) sur la, b!. 
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Démonstration. Considérons pour fixer les idées le 
cas où f” (x) > 0 sur Ja, bl. Soit c un point quelconque de Ja, bl 
(fig. 81). On “demande de prouver que la courbe y = f (x) est si- 
tuée au-dessus de la tangente passant par le point M (c; f (c)). 


dl: 


Fig. 82 


Ecrivons l'équation de cette tangente en désignant par Ÿ l'or- 
donnée courante de ses points: Ÿ — f (c) = f” (c) (x — c) ou 


Y = f(e) + f' (o) (x — 6). (3) 


Développons la fonction f (x) au voisinage du point c à l’aide 
de la formule de Taylor pour rz = 1. On obtient 


y=f(=fo+ (ot LE (Gp, EEjc, zf. (4 


La formule (4) est valable pour tout x € Ja, bl. 
En soustrayant (3) de (4), on obtient 


y—Y = — Ê À (z— c}°. (6) 


Puisque f” (x) > 0 sur la, bl par in le second membre de 
(5) est positif, c'est-à-dire que y — Ÿ > 0 pour tout x € Ja, bl, 
ou y > Ÿ. La dernière inégalité exprime me, la courbe y = f (x) 
est située au-dessus de la tangente (3) sur Ja, b|. 

Le théorème se prouve par analogie pour f” (x) < 0. 


Définition 2. On dit qu’un point M (x, ; f (x)) est un point 
d’inflexion d’une courbe y = f (x) si cette courbe admet une tan- 
gente en M et s’il existe un voisinage du point x, dans lequel elle 
a sa convexité tournée dans des sens différents de part et d’autre 
du point x. 


Il est évident que la tangente traverse la courbe au point 
d’inflexion, puisque la courbe est située au-dessus de cette tan- 
gente d’un côté de ce point et au-dessous, de l’autre côté, autre- 
ment dit au voisinage du point d’inflexion la courbe traverse la 
tangente en s’«infléchissant ». D'où l'origine du nom « point 
d’inflexion » (fig. 82). 


11—01561 
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Théorème 6.11 (condition nécessaire d'’inflexion). Supposons 
qu'une courbe y = f (x) présente une inflexion au point M (x, ; f (to)) 
et que la fonction y = f (x) admet une dérivée seconde continue en 
zo Alors f” (zo) = 0. 

Démonstration. Supposons par absurde que f” (x) 
= 0. Puisque la dérivée seconde est continue, le théorème 4.8 de 
stabilité du signe d’une fonction continue affirme l’existence d’un 
voisinage du point x, dans lequel f” (x) << 0 (ou f” (x) > 0), donc 
d’après le théorème 6.10 la courbe y = f (x) a sa convexité tour- 
née dans un sens bien défini dans 
ce voisinage. Ceci exprime que 
M (x; f (to)) (fig. 82) n’est pas 
un point d'’inflexion. Cette con- 
tradiction prouve le théorème. 


y=x 


Signalons que f” (x,) = 0 ne 
signifie pas nécessairement que 
M (x; f (to)) est un point d’in- 
flexion. Par exemple, la courbe 
d'équation f (x) = x ne présente 
| pas d'inflexion en (0; 0) bien 

Fig. 83 que f” (x) — 12° — 0 pour x — 

— 0 (fig. 83). Donc la condition de 

nullité de la dérivée seconde n’est qu'une condition nécessaire 

d’inflexion. Les points M (x,; f (to)) de la courbe en lesquels 

f” (to) = 0 s'appellent points critiques. Une étude supplémentaire 

est nécessaire pour dire si un point critique est point d’inflexion. 
Etablissons à cet effet une condition suffisante d’'inflexion. 


O 


Théorème 6.12 (condition suffisante d'’inflexion). Supposons 
qu’une fonction y — f (x) admet une dérivée seconde dans un voisi- 
nage d'un point zx,. Si dans ce voisinage f” (x) a des signes diffé- 
rents à gauche et à droite du point zx,, la courbe d'équation y = f (x) 
présente une inflexion au point M (xs; f (to))- 

Démonstration. Dufait quef” (x) a des signes diffé- 
rents à gauche et à droite du point zx,, il s'ensuit en vertu du theo- 
rème 6.10 que la convexité de la courbe est tournée dans des 
sens différents à gauche et à droite de x,. Ce qui exprime que 
M (to; f (to)) est un point d'inflexion. M 


Remarque. Le théorème reste en vigueur si f (x) admet une 
dérivée seconde dans un voisinage du point x,, excepté x,, et si 
la courbe représentative de f (x) admet une tangente en M. Dans 
ces conditions, si dans ce voisinage f” (x) a des signes différents 
à gauche et à droite de zx,, la courbe y = f (x) présente une infle- 
xion en M (x,; f (to))- La démonstration de ce fait est calquée 
sur celle du théorème. 
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Considérons un exemple: f (x) — z!/3. Cette fonction admet 
une dérivée infinie en x — 0 et la tangente à sa courbe représen- 
tative au point O (0; O0) est confondue avec l'axe Oy. La dérivée 
seconde n'existe pas en x = (0. 
Néanmoins la courbe y — x!/# 
présente une inflexion en © (0;0) 
puisque la dérivée seconde 
f” (zx) = 2/(9x5%) a des signes 
différents à gauche et à droite 
du point z — 0 (fig. 84). 

Ainsi la dérivée seconde sert 
à étudier le sens de convexité et 
les points d'’inflexion de la courbe 
représentative d’une fonction. 
Poursuivons à titre d’exemple Fig. 84 
l'étude de la fonction f (x) = 2° — 

— 3r qui a été entamée au n° 2. La dérivée seconde est f” (x) — 
— 6x. Donc le point © (0; 0) est un point critique. Sur le tableau 


Fig. 85 


(fig. 85) où l’on étudie le signe de f” (x), on voit que f” (x) < 0 à 
gauche de O0 (ce qui exprime que la courbe est convexe vers le 
haut) et =>0 à droite deO (la cour- 
be est convexe vers le bas). La 
courbe représentative de la fonc- 
tion f(x) = z° — 3x est tracée 
sur la figure 86. 

Montrons maintenant que la 
partie d’ellipse ++ 
tuée dans. le demi-plan supé- 
rieur (y => 0) est convexe vers 
le haut sur l'intervalle ] — a, af. 
En effet, on a y=2 Ver. 

, ee b x FL ba 
D'autre part, y — Ta Ve »s Y — Tai 2j : 
que que la dérivée seconde est strictement négative sur l’inter- 
valle ]—a, af. Donc la courbe envisagée est convexe vers le 
haut sur l’intervalle ]—a, af (cf. fig. 33). 


11 


— À Si- 


On remar- 
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On démontre de même (ce qu'on laisse au soin du lecteur) 


que la portion d’hyperbole &— # — 1 comprise dans le demi- 


plan supérieur est convexe vers le haut sur les intervalles 
Ja, oof et ]—oco, —al. 


4. Asymptotes de la courbe représentative d’une fonction. 

Lorsqu'on étudie le comportement d’une fonction à l'infini, 

c'est-à-dire pour z —+ oo ou au 

voisinage des points de discon- 

tinuité de deuxième espèce, on 

constate souvent que sa courbe 

représentative se rapproche aussi 

près que l’on veut d’une ou de 

x plusieurs droites appelées asymp- 

totes *). 

Les asymptotes peuvent être 

verticales, horizontales ou obli- 
ques. 


Fig. 87 Définition 1. On dit qu’une 
droite x = x, est une asymptote 
verticale d'une courbe d’équation y = f (x) si l’une au moins des 


limites lim f(x) ou lim f(x) est égale à +oo ou —0c. 
X—Xo+ X+Xo — 

Dans ce cas la distance du point courant M (x; f (x)) à la droite 
z = x, est égale à d = (zx — 20) + (f (x) —f (x) = ]z—2 | 
et par suite d —+ 0 lorsque z —+ x,. 

Par exemple, la courbe représentative de la fonction y = 
— f (x) = 1/x (fig. 87) admet l’asymptote verticale x = 0, puis- 
que f(x) — +o lorsque z—0+ et f(x) ——oc lorsque 
z—0—. 


L4 


Définition 2. Une droite y = À est une asymptote horizontale 

de la courbe y =—f (x) lorsque zx — Ho si lim f(x) = À. 
X—+ +00 

Dans ce cas la distance du point courant M (zx; f (x)) à la droite 
y = À est égale à d = W(z — zx}? + (f(x) — A} =]|f(x) —AÀ | 
et par suite d —+ 0 pour z —+ , puisque lim |f(x) — À | = 0. 

Par exemple, la courbe y = 1/x admet l'asymptote horizontale 
y = 0 pour zx —+ Ho, puisque 1/x —+ 0 pour z > Hoo. 

Définition 3. On dit qu’une droite y = kx + b (k == 0) est 
une asymptote oblique de la courbe y = f (x) lorsque z —> Ho si 


*) La notion d’asymptote n'es pas nouvelle, nous l'avons déjà ren- 
Hot en géométrie analytique en étudiant l'hyperbole (cf. chap. III, 8 6, 
no 2). 
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la fonction f (x) peut être mise sous la forme 
f()=kz+b+a (x), (6) 
où & (x) — 0 lorsque z —> Ho. 


Voyons la signification géométrique de l’asymptote oblique. 
Pour fixer les idées on traitera le cas où z—>—+oo (le cas 
z—+> —o se traitant de façon 
analogue). 

Soit M (x; y) un point de 


la courbe y = f (x) et soit y = 
— kxz + b une asymptote obli- 
que lorsque z —> oo. Désignons 


par N (x; y) le point courant de 


l’asymptote, y étant l’ordonnée 
courante (fig. 88). Alors MN — 


=[y—yl=1f(@)—(kz+b)1= 
—=| & (x) | —- 0 lorsque x —> +00. Fig. 88 

Abaissons la perpendiculaire MP 

sur l’asymptote. La distance d de M à l’asymptote est égale 
à MP =MN cosa, où « est l'angle de l’asymptoteet de l'axe 


Ox, donc lim d = 0. 


X— +00 

Donc la distance de M (x; y) tend vers 0 lorsque z — +00, 
autrement dit la courbe y —f (x) tend indéfiniment vers l'asymp- 
tote lorsque x —> +co. 

Etablissons l'équation de l’asymptote oblique, c'est-à-dire 
calculons les nombres k et b de l'équation de l’asymptote. 
En divisant l'égalité (6) par x et en faisant tendre x vers o, 
on obtient 


lim Ja lim | k+— +22 |- k. 


X—+ +00 X— + 00 
Ainsi 
k= lim G (7) 
X—+ © Æ 


Par ailleurs, la relation (6) nous donne: lim [f(x)— zx] — 
X— +o0 
= lim {[b+a(r)]=b. Donc 
X—+o 


b=— Ro [f (x) — kz]. (8) 
On a ainsi prouvé que si la droite y — kx + best une asympto- 


te oblique, les nombres k et b sont donnés par les formules (7) et 
(8). Réciproquement, si les limites (7) et (8) existent toutes les 
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deux, et de plus À =£ 0, alors la droite y — kx + b est une asymp- 
tote oblique de la courbe y = f (x) lorsque z —+ +00. 

En effet, en posant & (x) = f (rx)-— kxz — b et en se servant de 
l'égalité (8), on trouve que lim «œ(x) = 0. On a donc l’éga- 
X—+ + 00 
lité (6): f(x) = kr +b +a(x), où lim œ(xr) = 0, c’est- 

X— + 00 
4 à-dire que la droite y — kx + b 
est une asymptote oblique lors- 
que z — +00. 

Les asymptotes doivent être 
cherchées dans l’ordre suivant: 
1) les asymptotes verticales; 
2) les asymptotes horizontales ; 
3) les asymptotes obliques. 


Exemple 1. Trouver les 


asymptotes de la courbe 
__æ?+2r—3 
x © 
Fig. 89 Solution. 1) Asymptotes 


verticales. Le point z = 0 est 
un point de discontinuité de deuxième espèce, de plus y — +oo 
lorsque x —+ 0— et y —— — lorsque x + 0+. Donc l'axe x = 0 
est une asymptote verticale. 
2) Asymptotes horizontales : 


2 Dr — 
X—+ X—+ + 
ee ee) 


donc il n’existe pas d’asymptote horizontale. 
3) Asymptotes obliques: 


k= lim ®= lim (1+2-<) 21, 
= : 


b=— lim [f(x)—kz]= lim TEE 7] = 
X— +00 


X— +oo nd 
(x - co) (x - 00) 
n. (==) - lim (2—+) 9: 
X—> +00 di X—+o0 Z 
(x — — ©) (X— - ©) 


Donc la droite y = x + 2 est une asymptote oblique lorsque 
ZI — + 00. . 

La courbe correspondante est représentée sur la figure 89. 
y® 


= — 1 a pour 
a° b° KES P 


na 
= 


Exemple 2. Montrer que l’hyperbole 


asymptotes obliques les droites y= + T- 
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Solution. Comme y= +2 V 2x? — at, alors 


lim IR = lim | +— y/1-{2) 2) ]=+; 


X— +00 X— +00 
(x — 00) (x —- ©) 

lim [f(x)—kz] = lim [++ V0? iF+z|- 

X— +o X— +00 

(X——) (X-—> - ) 

— Jim + (VE dx) |- ++ lim |) 

X— +oo X— + 00 Vi a+ 
(x — co) (x — 00) 


Donc les droites y = + Lz sont des asymptotes obliques de cette 
hyperbole lorsque x — +oo. 


5. Plan d'étude d’une fonction. L'étude du comportement 
d'une fonction avec le tracé de sa courbe comprend les étapes sui- 
vantes. 

a) Détermination de l’ensemble de définition et étude de Ia 
continuité. 

b) Détermination des symetries ou des périodes: ceci permet 
de limiter l’ensemble sur lequel est étudiée la fonction. 

c) Détermination du sens de variation soit par une étude di- 
recte, soit par une étude du sens de la dérivée. 

d) Etude de la fonction aux bornes des intervalles de défini- 
tion et de continuité. 

e) Tableau de variation. 

f) Etude des branches infinies: recherche des asymptotes et 
des directions asymptotiques. 

g) Recherche des points remarquables: points d'éventuels 
extrémums, points critiques, points d'arrêt, points anguleux, 
points d’inflexion, points d’intersection avec les axes de coor- 
données, etc. 
zx +1 
ER 
a) y est définie et continue pour tout x & 1. 

b) Pas de symétrie (puisque y (x) # +y (—x)), ni de période. 


Exemple. y — 


, __ 2r(r—1)—(r +1) 2— 21—1°—1 z°—2r—1 
C) y (x) — (z—1}° — (z—1)° 7 GIE 


Cette dérivée est du signe de z° — 2x — 1 dont les racines sont 
z=1+V2et x =1— V2. On a 
y + V2) =2+2V2, y 4 — V2) =2 —2V2. 
d) Lorsque x —> +oo, y —> +oo. 


e) Tableau de variation (cf. fig. 90). 
Le tableau met en évidence l'existence d’une asymptote ver- 


ticale d’équation x = 1. 
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f) Branches infinies lorsque z — co : 


k= lim LG) _ lim Lun à — Jim 11/27 — À 
x—++00 T xæ+to TT X——+00 1—1/z ’ 
(x—>— 00) (x— — co) (x— — co) 


donc une direction asymptotique de coefficient directeur 1; 


b= lim [f(r)—kxz]= lim [EE 2 |= 
X— +00 X—> +00 


J 


(x— 00) (x — 00) 
— Jim LL ARE lim ts = 1 
X— +00 z—1 5 X— +00 1—1/z k 

(x— — ©) (x—> — 00) 


He 2+20-7 


Fig. 90 
g) Points remarquables. La fonction y présente un maximum 


local au point (1 — V2, 2—2V2) et un minimum local au point 
A + V2, 2 + 2V9). 


Fig. 91 


Calculons la dérivée seconde pour déterminer les points criti- 
ques. On a 
= (2z— 2) (z—1)3—2(z—1) (22— 221) _ 4 
(z—1)< (—1ÿ 
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Comme y” n'est jamais nulle, la courbe y ne présente pas de: 
points critiques. Etudions le signe de y” pour déterminer le sens- 
de convexité de la courbe y. 


Donc la courbe y est convexe vers le haut'sur ]J—co, 1[ et vers- 
le bas sur J1, +oo. 
zi+ 4 


La courbe représentative de la fonction y =" est tracée 


sur la figure 91 (les figures 90 et 91 nécessitent une correction : 
pour 2— V2 veuillez lire 2— 2V 2). 


$S 5. Interpolation des fonctions 


L'interpolation est utilisée dans de nombreux problèmes aussi: 
bien théoriques que pratiques nécessitant des calculs. 

1. Position du problème. Soient données sur un segment [a, b]: 
les valeurs d’une fonction y = f (x) aux points a< tt << 
Ta Dis et 0: 


f (&o) = Yo: (&) — Yi Ÿ (Ze) = Ya + - Î (Zn) — Yn- 


On demande de trouver un polynôme de degré <n: 


PA()= a" +an"t+an"?t..+tassrtan  ({) 
prenant en Zo, Ty, - + -» Zn les mêmes valeurs que la fonction. 
f (x), c'est-à-dire que 

P,(z) =f(m) =yu i=0,1,2,...,n. (2) 


Autrement dit, on demande de trouver un polynôme de la forme (1): 
qui soit une approximation de la fonction y = f (x) sur le seg- 
ment [a, b]. Le problème posé s'appelle problème d'interpolation, 
le polynôme (1), polynôme d'interpolation, et les points- 
Los Lis + + +» Tn, RAŒUGS d’interpolation. La solution de ce problème: 
permet de trouver les valeurs approchées de la fonction f (x} 
aux points zx compris entre les nœuds. Ceci est important lorsque- 
la fonction n'est donnée qu'aux points Zo, Ty, + - «+, Zn et qu'il. 
faut déterminer ses valeurs dans les intervalles de ces points et 
aussi lorsque la fonction f (x) est donnée par une formule sur le- 
segment [a, b] tout entier et que le calcul de ses valeurs par cette- 
formule est trop laborieux. 

Montrons qu'il existe toujours un polynôme d'interpolation (1): 
et un seul satisfaisant les conditions (2). Bornons-nous pour- 
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simplifier au cas n —2, c’est-à-dire à un trinôme du second degré 
Pa (2) = 402 + &x + @. (3) 


En substituant x,, x, et x, à x dans l'équation (3) et comme le 
polynôme (3) prend respectivement les valeurs y,, y, et y, en ces 
points, on obtient le système de trois équations du premier degré à 
trois coefficients inconnus @,, 4, et a: 


2 
doTo + aiTo + do — Yo: 
AoTi + ti + do = Yi: 
Qota + Gilo Ÿ do = Vo: 


Les nombres z,, x, et x, étant distincts, le déterminant de ce sys- 
tème est non nul: 


R 


To 1 
Ty 1] = (ti — 70) (2 — 70) (Hi — 72) 0. 


Ze 1 


CRC RCE RE 


8 


Donc ce système admet une solution et une seule (cf. chap. X, 
$ 3), ce que nous voulions. Géométriquement cela signifie que 
par trois points M, (to; Yo), Mi (ti: ÿ1) et Ma (22; y2) il passe 
une seule courbe d’équation (3). Donc il existe toujours un poly- 
nôme d'’interpolation (1) et un seul. On étudiera plus bas les diver- 
ses formes du polynôme d'’interpolation. 


2. Formule d’interpolation de Lagrange. Déterminons les 
coefficients du polynôme d'’interpolation (1). En portant ce poly- 
nôme dans le système (2), on obtient un système de x + 1 équa- 
tions du premier degré à nr + 1 coefficients inconnus a,, &;, . 


RE D 
Apr ilot ++ + EnTlÿ = Yo» 
pl dili re. ant = y, 
Go Gln tee. ”t Gnln = Une 

En portant les coefficients a,, a, ..., a, obtenus par la résolu- 


tion de ce système dans |’ égalité (2), on trouve le polynôme d'in- 
terpolation cherché. Mais la résolution du système donne générale- 
ment lieu à des calculs inextricables. Aussi cherchera-t-on le po- 
Jynôme (1) sous la forme 


Ph (z) = 0 —-n)(t —2) ... (t — 2) + 
+ a (Tr — to) (T—ZXe) -.. (T — 2h) + 
+ dax — to) (xt —2x)(z— ts... (T—2th) + ... 
+ Fan (t — to) (T — nu) (x — 7) ... (à — run). (à) 
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En faisant x = x, dans (4) et en tenant compte de la condition 


(2), on obtient 
. Yo — do (To — Z1) (Lo — Le) + + + (To — Tn), 
d'où 
a EE ” 
(Zo— T1) (ro — Ze). ..(20—Tn) 


En faisant ensuite x — x, dans (4), on trouve 
| Yi = (ti — Lo) (1 — Le) : - - (Ai — Zu), 
d’où 
= ——— 
(1 — 70) (z21 — T2) ... (fi — Zn) 


De façon analogue 


EE  _ _ 
>= 
: (Z2— To) (72 — T1) (ze — ts) ... (22 —Tn) * 
= Yn 
de (Zn — 20) (rn — 21) (En — 72) ... (Zn —Tn1) 
La substitution des valeurs des coefficients àa,, &, . .., a, dans 


la formule (4) nous donne le polynôme d'interpolation cherché: 


__ (r—zi)(z— ze) ... (z—7n) 
PR) ee) 0e 
(z—zo)(z—7Ta) ... (7 — Zn) Es 
pee pee ee EL, 
| (z— xo) (7 — 71)... (T7 —Tn-1) £ 
Ge JG cle Guer) due 0) 


La formule (5) s'appelle formule d'interpolation de Lagrange. 


Exemple. Les valeurs empiriques prises par une fonction f (x) 
aux points x, = 1, z, = 3 et x, — 5 sont respectivement y, = 2, 
ÿY, = 1 et y, = 8. Trouver le polynôme du second degré P, (x) 
qui approche la fonction f (x). 

Solution. La formule (5) nous donne 


(r— 1) (x —5;) G—2)(t—2) 

PRO een Dee Al 
: eat), _ GG » 

| (2 — 20) (Ze — 71) 2 (1—3) (1 —5) _ 


(r—1) (r—5) (z—1)(z—3) 0. 
F-60659 + 6=H6E-3 


P, (x) =z°—(9/2) x + 11/2. 


3. Formule d’interpolation de Newton. Considérons le cas 
particulier où la différence À de deux nœuds voisins est constante : 
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Zi — Zi = k. Introduisons les notations suivantes: 
AYo= Yi — Yor AY = Ur — Yu AYa = Ys— Va -.., 
Ayo = AY; — Ayo, Ay,= Ay,— Ay,, Ay, = Ays;— Ay, ..., 
Ayo= My — Ayo, Afy = Ay, — Ays, ..., 
Ayo = AY — AT Iyos Ayi= A Ay, — AT AY, ..., 
appelées différences du premier, du second, . .., du n-ème ordre. 
Trouver le polynôme d'interpolation de degré x qui prend les 
valeurs Yo, Yys Yos + + +» Yn respectivement aux points Zy, TZ = 
= Zo +h, Ze = ZT y +. Tn = To + rh. Trouvons d'abord 
le polynôme du premier degré prenant les valeurs y, et y, aux 


points x, et z, = zo + k. En substituant z, = x, + k à x, dans 
(5), on obtient 


P, (x) = Yo + AYo = 


De façon analogue, 
Pa (2) = Yo + AY 
= A? 
P3 (x) = Yo+ Ayo = +5 DE (z—%0) (2 —2)+ 


+ (rx) (z— 7) (zx), 


TZ— To 


+ Be (22) (55), 


et, d’une façon générale, 


P de A Vo EE + (x — 25) (x — 2) + 


++ (z— 20) (z— 23) (zx — 2e) + 


+ (20) (22) (2—2) (22m). (6) 


La formule (6) qui s'appelle formule d'interpolation de Newton 
définit le polynôme cherché. 

Le problème d'interpolation admet une seule solution, donc 
les formules de Lagrange et de Newton pour des valeurs données z,; 
et y; sont identiques et ne diffèrent que par le groupement des ter- 
mes. Dans la pratique la formule de Newton est plus commode pour 
la raison suivante: l’adjonction de nouveaux nœuds d’interpola- 
tion implique pour la formule de Lagrange le calcul de tous les 
coefficients, pour la formule de Newton, le calcul des nouveaux 
termes seulement, les anciens restant les mêmes. 

Il existe d’autres formules d’interpolation dont la plus couran- 
te est l’interpolation d’'Hermite. Le problème se pose dans les ter- 
mes suivants : étant donnés x nœuds, nr valeurs d’une fonction f (x) 
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et n valeurs de sa dérivée f’ (x) en ces nœuds, on demande de trou- 
ver un polynôme de degré < 2n — 1 tel que 


P (ti) =f(u) = y P'(m) =f (a) =yii=1,2,...,n 


On ne s’attardera pas sur la résolution de ce problème, on remar- 
quera seulement que si les x; sont tous distincts, il existe une 
seule solution que l’on trouve comme plus haut. 


4. Reste d’une interpolation. Pour apprécier le degré de pro- 
ximité du polynôme d'interpolation P, (x) de la fonction f (x) 
il faut étudier leur différence 


R (2) = f(x) — Pa (à) 
qui s'appelle reste de l'interpolation. 
Supposons que f (x) est r + 1 fois dérivable sur [a, b]. Alors 
RON (2) = f(x), zEfa, b], (7) 


puisque P(n+1) (x) = 0. Soient x un nombre fixe quelconque de 
[a, b] non ‘confondu avec un nœud d' interpolation, t E [a, b] une 
variable. Posons 


© (2) =(2— 20) (t— x) (2 — 22) ... (&— 23) 
et considérons sur [a, b] la fonction auxiliaire 


F(b=R(D— À o(t), ta, b]. 


& (x) 


La fonction F (t) est visiblement r + 4 fois dérivable sur {[a, b] 
et de plus, en vertu de (7) et du fait] que &(°%*) (£) = (nr + 1)!, on 
obtient 


n+ — f+ R (2) 

FE (6) = f0) (9 —(n +11 E. , (8) 
Par ailleurs, la fonction F (t)s’annuleenn 4 2 points : Lo Li se 
+. Tn êt zx (fixe). Donc sa dérivée première s’annule en vertu 
du théorème de Rolle au moins en nr + 1 points sur [a, b], la dé- 
rivée seconde s’annule au moins en » points sur [a, b], etc. Par 
récurrence on établit que la dérivée F(**1) (f) s’annule au moins 
une fois à l’interieur de [a, b]. Il existe donc un point E € Ja, bl 


tel que 
F4) (8) = 0. (9) 
En faisant { — E dans (8) et grâce à (9) on trouve 


FD (y = 0 ()—(n + 1) 1 AD 0, 


d’où 


R(= RÉ a, zela, dl, ÉEla, bl. (10) 
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L'égalité (10) définit le reste de l’interpolation. En désignant par 
k la plus grande valeur de la fonction | f("*) (x) | sur [a, b], on 
obtient la formule de la majoration du reste pour tout x € [a, b]: 


k 
REI< Er le D: 


$ 6. Méthode de calcul approché 
des racines d’une équation 


Dans ce paragraphe on étudie le calcul approché des racines 
d'une équation f (x) = 0, où f (x) est une fonction continue. 

On sait comment calculer les racines de l’équation f (x) = 0 
lorsque f (x) est une fonction affine ou quadratique. Pour les 
fonctions plus compliquées on recourt généralement à diverses 
méthodes de calcul approché des racines. Etudions deux d’entre 
elles: la méthode de résolution par substitution, ou méthode de la 
fourchette et la méthode des tangentes, ou méthode de Newton. 


1. Méthode de résolution par substitution. Supposons que la 
racine cherchée de l'équation f (x) — O0 est comprise dans [a, b] 
et qu'il n’existe pas d’autres racines dans [a, b]. Supposons que 
la fonction f (x) est continue sur [a, b] et qu’elle prend aux bornes 
de cet intervalle des valeurs de signe différent. Dans la pratique, 
cet intervalle est déterminé par une estimation grossière. Appelons 
« fourchette » tout intervalle aux bornes duquel la fonction f (x) 
prend des valeurs de signe différent. 

Pour fixer les idées on admettra que f (a) << 0, f (b) > 0. Par- 
tageons [a, b] en deux et considérons le segment aux bornes duquel 
f (x) prend des valeurs de signe différent. Désignons ce segment 
par {a,, b,]. (Si f (x) s'annule au milieu de [a, b], ce milieu est la 
racine cherchée.) Partageons [a,, b,] en deux et considérons celui 
des segments obtenus aux bornes duquel j (x) a des signes diffé- 
rents. En poursuivant cette procédure, on obtient une suite de 
segments emboîtés 


[a, b] = [a,, b,]= [a., bl = ...—[a,, b,l ..., 


telle que f (a,) << 0 et f (b,) > 0 pour tout #. D'après le théoré- 
me 2.13 des segments emboîtés, il existe un point c intérieur à 
tous ces segments vers lequel convergent les suites {a,} et {b,}. 

Montrons que le point c est la racine cherchée, c’est-à-dire 
que f (c) = 0. La fonction f (x) étant continue en c, chaque suite 
{f (a:)} et {f(b:)} converge vers f (c) Mais des conditions 
f (ar) <0 et f(b,) >0 il s'ensuit, d’après le théorème 2.10, 
que f ()<0et f (c) > 0. Donc f (c) = 0. C.Q.F.D. 


Il est aisé de comprendre maintenant comment il faut calculer 
approximativement la racine x — c. Pour valeur approchée de 
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cette racine, on peut prendre le milieu du segment [a,, b,], 
c’est-à-dire le point (a, + b,)/2. Vu que la longueur du segment 
[a,, b,] est égale à (b — a)/2" et que la distance du point c au 
point (a, + b,)/2 est inférieure à la moitié de la longueur de 
[a,, b,l, la différence entre le nombre (a, + b,)/2 et la valeur 
exacte de la racine est inférieure à (b — a)/2"“*1, Cette méthode 
permet donc de calculer la racine cherchée c avec n'importe 
quelle précision si x est assez grand. Cette méthode est commode 
parce qu'elle implique les mêmes opérations et, par suite, est fa- 
cilement programmable sur ordinateur. 


2. Méthode des tangentes. Cette méthode est l’une des méthodes 
de calcul approché des racines de l’équation f (x) — 0 les plus. 
performantes. 

Supposons que la racine ÿ 
x = cest un point intérieur 
au segment [a, b], que la fonc- 
tion f (x) prend aux bornes 
de {a, b] des valeurs de signe 
différent et que ses dérivées 
f (x) et f” (x) gardent leur 
signe sur [a, b]l. La dérivée 
f (x) ne changeant pas de 
signe, la fonction f (x) est soit Fig. 92 
strictement croissante, soit ad 
strictement décroissante sur 
[a, b], donc dans les deux éventualités sa courbe représentative 
y — f (x) ne coupe l’axe Ox qu'en un seul point x = c quiest 
l'unique racine sur [a, b]. De façon analogue, puisque f” (x) ne 
change pas de signe sur [a, b], la courbe y — f (x) a sa convexité 
tournée vers le même sens sur {a, bl. 

Pour fixer les idées, on traitera le cas où f” (x) > 0Oetf” (x) > 
> 0. Alors f (a) < 0, f (b)} > 0 et la courbe représentative est 
convexe vers le bas (fig. 92). Menons par le point B (b; f (b)) une 
tangente à la courbe y = f (x). L'équation de cette tangente est 


y — f(b) = f (b) (x — b). 


En faisant y — 0, on trouve l’abscisse du point d'’intersection de 
la tangente avec l’axe Oz: 


8. 


_ f (b) 
SET CT 
Puisque Fe > 0,ona zx, << b. D'autre part, la courbe y = f (x) 


étant située au-dessus de la tangente, on a x, > c. Donc c < 
<< 71 < b. Prenons le point x, pour première approximation de 
la racine. Menons ensuite à partir du point B, (x; ; f (x,)) une tan- 
gente à la courbe y = f (x) et en procédant comme plus haut pre- 
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:nons pour deuxième approximation de la racine le point z,: 
f (x) 

f(x) 

Ceci étant, c << x, << x,. En poursuivant cette procédure, on ob- 
tient la formule 


To = Li — 


f (Zn) (1) 


TOR YGAL 


qui exprime x, +, en fonction de x,. On a donc la suite de valeurs 
-approchées de la racine c, et de plus 


DST sue Tr > Li eu > 0 (2) 


‘La formule (1) est la principale formule de calcul de la méthode 
des tangentes. Cette méthode est une méthode d’approximations 
-successives (d’itérations). 

Montrons que la suite {x,} converge vers la racine cherchée c 
et estimons l'erreur, c'est-à-dire l'écart entre la valeur approchée 
zh et la valeur exacte de la racine c. En effet, en vertu de (2) la 
suite {z,} est strictement décroissante et minorée par le nombre 
<. Donc d’après le théorème 2.12 elle admet une limite €” > c. En 
passant à la limite dans (1) et en tenant compte de la continuité 
de f(x) et f’ (x), on obtient 

pos 7 f (c”) 
ETS FE) 
d'où il suit que f (c’) = 0, c’est-à-dire que c” est une racine de 
l'équation f (x) = 0. Comme [a, b] ne contient qu'une seule racine, 
-on a ©’ = c. Donc la suite {x,} converge vers la racine c. 

Estimons maintenant l'écart entre la 7-ième approximation x, 
æt la racine c. En appliquant la formule de Lagrange à l’expres- 
sion f (zx) = f (Zn) — Î (c), on obtient f (tn) — (za — c) f (En); 
Où CCE, <z,. D'où la majoration 


|f (Zn) 
[Th —c| Sn à (3) 


où m est la plus petite valeur de |f’ (x) | sur le segment [a, bl. 
La formule (3) permet d'estimer l'écart entre la valeur approchée 
z, et la racine c en fonction de la valeur du module de la fonction 
f (x) au point x. Signalons que la majoration (3) est valable non 
seulement pour la méthode des tangentes mais, d’une façon géné- 
rale, pour toute méthode de calcul approché de la racine, pourvu 
que m Æ (. 

Nous avons étudié le cas où f’ (x) >0 et f” (x) > 0 sur [a, bl. 
Trois autres cas sont possibles selon les signes de f” (x) et f” (x): 
1) f (2) > 0, f” (x) < 0; 2) f(x) < 0, f” (x) > 0; 3) f” (x) < 0, 
f” (x) < 0. Dans chacun de ces cas la méthode des tangentes se 
justifie comme plus haut. 
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Exemple. Trouver une racine de l'équation 2x? — 5 = 0 par la 
méthode des tangentes. 

Solution. Considérons la fonction f (x) = r° — 5. Cette 
fonction est continue sur la droite numérique tout entière. Cher- 
chons un segment aux bornes duquel j (x) prend des valeurs de 
signe différent. Comme f (2) = —1 et jf (3) — 4, ce segment est 
[2, 3]. Ce segment contient la racine cherchée. Les dérivées 
f (x) = 2x et f” (x) = 2 de f (x) sont continues et strictement 
positives sur ce segment. Donc il faut mener la première tangente 
au graphique de la fonction y = f (x) à partir du point (3; 4). En 
posant z, — 3 dans la formule (1), on obtient la première appro- 


ximation de la racine: x, = 3 Sa — 2+. En portant mainte- 


nant x, dans (1), on obtient x, — 22-25 22 et, enfin, en 
portant x. dans (1), on obtient la troisième approximation : z3 — 


= 25 — = — 2,23607, et ainsi de suite. 

Calculons l'erreur de l’approximation zx; à l’aide de la formule 
(3). La dérivée f’ (x) = 2x étant strictement croissante sur [2, 3], 
son minimum sur ce segment est f’ (2) — 4, c'est-à-dire que 
m — 4. Calculons f(x). On a f (xs) = xi — 5 — (2,23607)°* — 
— 5 — 0,00001. La formule (3) nous donne maintenant 


jrs — ce] << MOUE L 0,0000025 = 2,510. 


Si cette précision est satisfaisante, on arrète les calculs, sinon on 
poursuit cette procédure. 
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CHAPITRE VII 


INTÉGRALE INDÉFINIE 


$ 1. Primitive et intégrale indéfinie 


1. Notion de primitive. L'un des principaux problèmes du 
calcul différentiel est la recherche de la dérivée d'une fonction 
donnée. De nombreux problèmes d’analyse mathématique et les 
innombrables applications de cette dernière à la géométrie, la 
mécanique, la physique et la technique conduisent au problème 
inverse, c’est-à-dire à la détermination d'une fonction F (x) dont 
la dérivée F” (x) est égale à une fonction f (x) donnée. 

La détermination d’une fonction dont on connaît la dérivée 
est un problème fondamental de calcul intégral. 


Définition 1. On dit qu'une fonction F (x) est une primitive 
d’une fonction f (x) sur un intervalle X si F” (x) = f (x) pour tout 
zEX. 

Considérons des exemples. 

4. La fonction F (x) — sin x est une primitive de la fonction 
f (x) = cosz sur la droite numérique tout entière, puisque 
(sin x)° = cos x pour tout x. 

2. La fonction F (x) = x est une primitive de la fonction 
f (x) — 3x° sur la droite numérique tout entière, car (1°) — 3x° 
pour tout x. 

3. La fonction F (r) — V1 — z° est une primitive de la fonc- 


tion f(x) = —zx/V 1 — x* sur l'intervalle ]—1, +1[, puisque 


(V1 — z°)° = —z/V 1 — x° en:tout point x de cet intervalle. 

La primitive d’une fonction ÿ (x) donnée n’est pas unique. En 
effet, si F (x) est une primitive de f (x), il en est de même de toute 
fonction F (x) + C, où C est une constante arbitraire, puisque 
[F (x) + C]' = f (x). Par exemple, la fonction f (x) = cos x ad- 
met pour primitive aussi bien sin x que sin x + C, puisque 
(sin x + C) = cos x. | 

Montrons maintenant que toutes les primitives de f (x) sont 
de la forme F (x) + C, où F (x) est une primitive de f (x). 


Lemme 7.1. Toute fonction dont la dérivée est nulle sur un in- 
tervalle X est constante sur X. 
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Démonstration. Supposons que la dérivée jf” (x) d’une 
fonction f (x) est nulle sur un intervalle X. D'’apres le théorème 
de Lagrange, pour deux points quelconques zx,, x: € X, on a 


Î (te) — Ÿ (æ1) = Ÿ ®) (re — 21), mn KE Ze. 


Puisque f’ (£) — 0, on a f (x) = f (x,). Ce qui exprime que f (x) 
prend la même valeur sur X, autrement dit f (x) — C, où C est 
une constante. 


Théorème 7.1. Si F (x) est une primitive d’une fonction f (x) 
sur un intervalle X, toute autre primitive de f (x) peut être mise sous 
la forme F (x) + C, où C est une constante arbitraire, sur cet in- 
tervalle. 

Démonstration. Soit O (x) une autre primitive de 
f (x) sur l’intervalle X, c’est-à-dire que D” (x) = j (x). Alors pour 
tout x € X 


[D (x) — F (2) = D (x) — F' (2) = fe) — f (à) = 0, 


ce qui exprime (en vertu du lemme 7.1) que la fonction @ (x) — 
— F (x) = C, où C est une constante arbitraire. Donc ® (r) = 
= F(r)+C. 


De ce théorème il s’ensuit que toutes les primitives de f (x) 
sont de la forme F (x) + C, où F (x) est une primitive de f (x)et C 
une constante arbitraire. 


2. Intégrale indéfinie. 

Définition 2. Si une fonction F (x) est une primitive d’une 
fonction f (x) sur un intervalle X, l’ensemble des fonctions F (x) + 
+ C, où C'est une constante arbitraire, s'appelle intégrale indé- 
finie de f (x) sur X et se note 


| (D dr= F(æ)+C. 


La fonction f (x) s'appelle intégrant, la variable x, variable d'in- 
légration. 


Le symbole | f (x) dz désigne donc l’ensemble de toutes les 


primitives de la fonction f (x). On comprendra parfois par ce 
symbole un élément quelconque de cet ensemble, c'est-à-dire une 
primitive. 

La détermination d’une fonction par sa dérivée s'appelle in- 
tégration de cette fonction. L'intégration est l'opération inverse 
de la dérivation. Pour vérifier qu’une intégration est correcte, il 
suffit de dériver le résultat obtenu pour obtenir l’intégrant. 

Dans ce chapitre on glisse sur le problème de l'existence des 
primitives (donc des intégrales indéfinies) pour de vastes classes 
de fonctions. Signalons qu'au chapitre VIII, $6, on prouvera que 


12% 
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toute fonction continue sur un segment possède une primitive 
(donc une intégrale indéfinie) sur ce segment. 
Exemples. 


1. | Stdr=2+0, puisque (2° + C)’ = 3z°. 
2. fcosrdr=sinz+cC, puisque (sinxz+0C) —cosz. 
3. [+az=in Ixl+ €, puisque (In|x|+C) — _ ; 


4. | ex dr=—+ 2% + C, puisque ( + e+C) =e%, etc. 


$ 2. Propriétés fondamentales de l'intégrale indéfinie 


Les propriétés suivantes de l’intégrale indéfinie sont une con- 
séquence immédiate de sa définition. 

19 La dérivée d’une intégrale indéfinie est égale à l’intégrant ; 
la différentielle d’une intégrale indéfinie, à l’expression sous le 
signe somme, c'est-à-dire 


( {ft ar) =f( et à À (x) dr = j (x) dr. 
En effet, ([ 70) dr) =(F(2)+0)=F' (= f (2 et 
d [70 dz= (| f(x) dr) dx = f (a) dx. 


2° L'intégrale indéfinie de la différentielle d’une fonction est 
égale à la somme de cette fonction et d’une constante arbitraire, 
c'est-à-dire 


| dF(a)= F(x)+C. 
En effet, puisque dF (x) = F' (x) dx, il vient | F' (x) dz = 
= F(z)+c. 
3° Tout facteur constant peut être sorti du signe somme, c'est- 
à-dire si À — const, alors 
| kf (x) dr =k {1 dx. 


En effet, soit F (x) une primitive de f (x): F” (x) = f (x). 
Alors kF (x) est une primitive de kf (x): (kF (x))' = kF' (x) = 
= kf (x). D'où 

k | f(Ddr=k[F (2) +C)=KkF (2) +C,= | kf (mdr. 


où C —— kC. 
4° L'intégrale indéfinie de la somme algébrique de deux fonc- 
tions est égale à la somme algébrique des intégrales indéfinies de 
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ces fonctions, c'est-à-dire 


PICETT dr = | f(x) dx + | g (x) dx. 
En effet, soient F (x) et G (x) des primitives de f (x) et g (x): 
F"()=f(2), GG) = 8 (@). 


Les fonctions F (x) + G (x) sont alors des primitives des fonc- 
tions f (x) + g (x). Donc 


| f(x) dz + | g(x)dr=[F(x)+Cl+(C (D +C]1= 
=[F()+G(2]+ICi+C]=(F() +46 (]1+C— 
A UCETOTS 
Cette propriété est valable pour tout nombre fini de fonctions. 


$ 3. Table des principales intégrales 


Les principales intégrales sont regroupées dans la table sui- 
vante. Une partie des formules résultent directement de la défi- 
nition de l'intégration comme l'opération inverse de la dérivation 
et de la table des dérivées. La véracité des autres formules se vé- 
rifie aisément par dérivation. 


2 22 +1 ù . 
I. E dr =“ EE EL VIII. | coszdr=sinr+C. 
(a==—1). 
Il. [Æ=imisl+c. IX. [= tgz+C. 
III. | = = Arctgr+cC. X. | = — cote r4.C 
dx | z—a 
IV. ee =Arcsins+C. XI | ml)+ 
+C (a #0) 
D x = de. 
V. |e*dz —+C(0<a#1). XII. | 7 <bk+ 
+Va+EI+C. 
dr | 
VI. ferdr= +. XIII. far +x 


x Arctg =+C. 
VIT. | sinxdr= —cosr+C. XIV. == 
a — 1° 
— Arcsin = +C. 


Les intégr ales de cette table s'appellent fabulaires. 


482 INTÉGRALE INDÉFINIE [ CIT. VII 


$ 4. Principales méthodes d'intégration 


1. Intégration directe. Le calcul des intégrales par une utili- 
sation directe de la table des intégrales élémentaires et des pro- 
priétés fondamentales des intégrales indéfinies s’appelle inté- 
gration directe. 


Eremple 1. ( (5 cosx + 2 — 3x + À — ——) dz 
£ | - dz 


2 


cos x dx +2 | dr — 3 | z? dx + | Æ 4 


— 5sin z +2r—2+]In|x| — 4 Arctgz+cC. 


nan 


Exemple 2. | (sin + + cos +) dx — | (sin + “e 2 sin + x 
X cos ++ cos? +) dr — | (1 + sin x) dr = | dz + | sin x dx — 


= I — COS x +C. 


Exemple 3. | t&rdr= | (sec? z— 1) dr = EE a - — [dr= 
= tgrz—zxz+cC. 


2. Méthode d'intégration par substitution. Dans nombre de 
cas l'introduction d’une nouvelle variable d'intégration permet de 
ramener l'intégration à la recherche d’une intégrale tabulaire, 
c’est-à-dire de se ramener à une intégration directe. Cette méthode 
qui s'appelle méthode d'intégration par substitution, ou encore 
méthode de changement de la variable, est basée sur le théorème 
suivant. 


Théorème 7.2. Soit x— (t) une fonction définie et dérivable 
sur un intervalle T et soit X son ensemble des valeurs. Soit enfin 
Î (x) une fonction définie sur X. Si la fonction f (x) admet une pri- 
mitive sur X, alors 


PIC ICICI AU (1) 
sur T. 
Démonstration. Soit F(x) une primitive de f (x) 
sur À. Considérons la fonction composée F [œ (t)] sur T. La 
règle de dérivation d’une fonction composée nous donne 


(F Ie (6) = File (1 p° (&) = fly ()1 +’ (6), 
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c'est-à-dire que F[q(t)] est une primitive de la fonction 
f [œ (t)1 æ’ (é) sur T, donc 


| POI @ dt=F[p(H1+C- 
En remarquant que F[œ(t)]+C = (F (x) + Cr = 


_ | f(x) dz Le. on obtient la formule (1). M 


La formule (1) s'appelle formule de changement de la variable 
d'intégration. 

Exemple 1. Calculer l'intégrale | — ns —— dr. 

Solution. Posons r—1—=t; alors z —=t+1. D'où 
dx = df. La formule (1) nous donne 


dr= | CE ar | (t+3+<$ + + )a- 


= #2+3t+3lnjtl — L+C. 


5 


En revenant : la variable x, on obtient en re 
S 
| y Le 1P +8 (x—1) +3 n|z—11— "+ C. 
Remarque. ou on change la variable d'intégration dans 
une intégrale indéfinie, on a parfois intérêt à se donner non pas x 
en fonction de £ mais { en fonction de x. 


Exemple 2. Calculer l'intégrale | Le À 
Solution. Posons 2°+7—t, dt = 5zx4dz; alors 
z4 dx 1 dt 1 
| mir à | 7 = mli+e, 
si bien que 


zid 1 
Sr + ln [xS + 71+C. 


Signalons que le choix convenable de la substitution soulève 
de sérieuses difficultés. Pour les surmonter il faut être doué d’une 
bonne technique de dérivation et bien connaître les intégrales 


tabulaires. 
1 dx 
E le 3. Calculer l’int | a 
zemple culer l'intégrale | Tee 


+1) x 


Solution. Posons Vr?+a+z—t, d’où 7 
X dr = dt. Donc 
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de sorte que 
(== $ =mit+C=mIVFFa+z1+C. 
Va+a | 


Exemple 4. Calculer l'intégrale | sin” z cos x dx. 


Solution. Posons t—sinzxz, dt=coszdz. Alors 


Ù ti sinntliz 
[nr + Le. 
| sin” z cos z dz= | t” dt = pour n%# —1, 
Inlt|+C=Injsinr| +C 
pour nr = —1. 
Exemple 5. Calculer l'intégrale le: n 5 1. 
Solution. Posons x+1—=t, 2z dr = dt; alors 
x dr 1 dt | 1 
pe = 2 ja men mr +0 


1 1 
200 mn +0: 


Pour n = 1 on obtient par analogie 
d 1 
| = 5 m(#+1)+0. 


3. Méthode d'intégration par parties. La méthode d'intégration 
par parties est basée sur la formule de dérivation du produit de 
deux fonctions. 


Théorème 7.3. Soient u (x) et v (x) des fonctions définies et 
dérivables sur un intervalle X et supposons que la fonction 
u” (x) v (x) admet une primitive sur X. Alors la fonction u (x) v' (x) 
admet aussi une primitive sur X et 


{ u (x) v' (x) dr = u (x) v (x) — | v(z)u"(z)dz. (2) 
Démonstration. La relation 
[u (x) v (x)]’ = u’ (x) v (x) + u (x) v’ (x) 
entraîne 
u (x) 0’ (x) = [u (x) v (x) — u° (x) v (x). 


La fonction w (x) v (x) est une primitive de la fonction [u (x) v (x)|’ 
sur XŸ. La fonction u’ (x) v (x) admet une primitive sur X par 
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hypothèse. Donc la fonction uw (x) v’ (x) en admet une aussi sur 
X. Une intégration de la dernière égalité nous donne la formu- 
le (2). 
La formule (2) s'appelle formule d'intégration par parties. 
Comme v” (x) dz = dv, u” (x) dx = du, on peut la mettre sous 
la forme 


judu=u.v— | vdu. 


Cette formule permet de ramener le calcul de | u du à celui 
de | v du qui est parfois plus simple. 
Exempe 1. 
dz 
u = Arctgz, du = EU 


J Arctg x ds = dv = dx, | do= | dr, v=z _ 


u 


— Loan ai 
| ED es Arctg z—+ln({+2) +C. 
Exemple 2. 
u—z, du= dx 
| ze dr= du = e* dz, { = | e* ar, v—=e*| — 
sd -sn 
u do uv ? du 
Exemple 3. 
u = Inz, dus 
[zinzdr= L — 


du = zx dx, | du — | x dx, D= + 


— { mrd(+)=Sme- (+ 1 de = + nr ++. 


z 


On est amené parfois à se servir plusieurs fois de la formule 
d'intégration par parties pour calculer une intégrale. 
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Exemple 4. 


[ x? cos zx dx — 


u—=z2?, du=2zdr 


du = cos zx dx, | do | Cosr dr, v—=sinxz 


= | z° d (sin x) = r° sin x —2 {zsinrdr= 


u—=z, du = dx 


——— 22m 
— 


du =sinzdr, | dv=- | sinzdr, U—= —COoSzx 


=21? sin xz+2 | rd cos x = 2? sin x + 2x cos x — 2 ( cos x dr = 
J 
— x? sinxz+2rcosx—2sinxr+cC. 


L'intégrale | x° cos x dx a été donc calculée par une double 
intégration par parties. 
Calculons en conclusion l’intégrale 
dz 
Le | 
(nr est un entier =0) qui nous sera utile dans le paragraphe sui- 
vant. Pour x = 1, on a l’intégrale tabulaire 


Supposons que 7x >> 1. En représentant 1 au dénominateur com- 
me la différence (x° + 1) — x°, on obtient 


dz z? dx 
d =] (213 na | + 
Calculons la deuxième intégrale par parties : 


z dx z dr 


U=T, du = dx, de Tr : U = RH — 


1 
ETES 
(cf. n° 2, exemple 5), alors 


z3 dz rs + dz 
Î (2241) (2n—2) (+191 +| (2n— 2) (+1) ? 
donc | 
z 1 
=D gene ln 


d'où 
2n—3 
ee 


_ L 
In = En Dar T2 2 
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L'intégrale 7, est donc exprimée en fonction de 7,,_;: 


dz Æ 2n —3 dz 
Fr eee +2 [he > 6 


Les formules de type (3) s'appellent formules de récurrence. 


d 
Exemple 5. Calculer | PET À 
Solution. La formule de récurrence (3) nous donne 


dr | z y 3 dr 
| er ++) er 
dr l Z 1 dr 
| +0 240 2 Fe 
or 
Peu = At 
1— x? +1 es 5°? 
donc 
dr T 3x 3 ri 
Le * rep mn ++ Arctes+C. 


$ 5. Intégration des fonctions rationnelles 


Les fractions (ou fonctions) rationnelles, c’est-à-dire les fonc- 
tions de la forme 
P (x) 
Q (x) 


où P (x) et Q (x) sont des fonctions polynômes, forment une im- 
portante classe de fonctions dont les intégrales s'expriment tou- 
jours par l'intermédiaire de fonctions élémentaires. 

Si le degré du numérateur est supérieur au degre du dénomina- 
teur, on obtient alors 


PQ) _ L R (x) 

JEMMAEEETICE (1) 
où W (x) est un polynôme appelé partie entière de la fraction 
P (2) R (x) | 
0 À GG): une fraction irréductible. 

Exemples. 
2 2r — 67 +2 
nr PH 
z3+ x +1 


4 
Et  Freit: 


En algèbre supérieure on démontre que tout polynôme peut 
être décomposé en un produit de la forme 


Qm=A4AG—-a(œ—f)...(æ—7) 
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où À est le coefficient dominant de Q (x), &, BP, . .., y les racines 
de l'équation Q (x) = 0. Les facteurs (x — a), (x — B), ... 

, (z — y) s'appellent éléments simples. Si des éléments simples 
sont confondus, on obtient la décomposition 


Q(m=A4(G—-a)(z—B) ...(z— 7), (2) 
où r, S, ..., t sont des entiers appelés multiplicités des racines 
&, B, ..., y respectivement, et tels quer+s+...<+t=n, 


où » est le degré de Q (x). 

Le polynôme © (x) peut présenter aussi des racines complexes. 
On démontre en algèbre que si &« = a + bi est une racine comple- 
xe de multiplicité r d’un polynôme à coefficients réels, il en est 


de même de sa conjuguée complexe & — a — bi.En d'autres ter- 
mes, si la décomposition (2) contient le facteur (x — «)", où 
a = a + bi (b=0), elle contiendra également le facteur 
(x — a)". En multipliant ces deux facteurs, on obtient 
(x — a) (x — a)" = {[x — (a + bi)] [z — (a — bi)]}" — 
= [2 — x (a + bi) — x (a — bi) + a? + b?}r — 
= [2° — 2ax + a° + b°]" = (2? + 2pz + q), 
oùp——aq—=a@ +b*,p — q<O0, p et g sont réels. 


En procédant de même avec les autres racines complexes, on 
peut mettre la décomposition (2) sous la forme 


Q&=A(Gœ—-a) (c—B)... (2 + 2pz + q)' (x + 
+ 2ux + u}n ..., (3) 


où &, B, ..., p, g, u, v, ... sont des réels. 
Le théorème suivant est prouvé en algèbre supérieure. 


Théorème. Une fraction rationnelle Fe irréductible dont le 


dénominateur Q (x) est un polynôme de la forme (3), se représente 
d'une manière unique sous la forme 


R (x) _ À: 
Q(z) + Peas. = + : rte 
MastNi , Mas ENs _,.., 
de z° + 2pz+q T (z?+ 2pz + q)? + 
Miz+ Ni:  . 
CP 2petge T7 (4) 


où À;, À, 7 A 7 M, N,, M;, n'E CET M}, N:; .. 
sont des réels. 

L'expression (4) s'appelle décomposition d'une fraction ration- 
nelle en éléments simples. 
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La décomposition (4) a lieu pour tout z qui n'est pas un zéro 
réel de Q (x). 

Pour déterminer les nombres 4,, À4,, ..., À,, ... 
os My Nu... My Ny -.., multiplions les deux parties 
de (4) par Q (x). Puisque l'égalité entre le polynôme R (zx) et le 
polynôme obtenu au second membre doit avoir lieu pour tout x, 
les coefficients de même rang doivent être égaux. Leur identifi- 
cation nous conduit à un système d'équations du premier degré 
dont la résolution nous donne les inconnues À,, 4,, ..., À 
7 M,, N;, .. .) M\, N:, ._. 

Cette méthode de détermination des coefficients s'appelle 
méthode des coefficients indéterminés. 


r? e |] 3 


2z— 1 


Exemple 1. Décomposer la fraction rationnelle FETE 


éléments simples. 
Solution. Puisque 2° — 5x + 6 = (rx — 3) (x — 2), la 
formule (4) nous donne 


RE A: 8 
2—Sr+6 z—3 T r—2 : 


En multipliant les deux membres de cette égalité par x° — 5x + 
+ 6, on obtient 


22—1—=A(z—2) + B (x — 3) ou 2r — 1 — 
= (4 + B) x — 2A — 3B. 


L'identification des coefficients de même rang nous conduit au 
système d’équations du premier degré en À et B: 


A+B=—2, 
24A+3B=—1, 


en 


d'où 4A=5, B= —3. 
Donc 
2z —1 5 3 
2—5r+6 7-3  r—2 : 


z°—1 


Exemple 2. Décomposer la fraction rationnelle PEEN ES 


éléments simples. 
Solution. Les racines du binôme x? + 4 étant complexes, 
la formule (4) entraîne 


—4 A , Br+cC Dz+E 
z(z +1} 4 + (z° +41)? : 


Une multiplication des deux membres de cette égalité par 
z (1° + 1Ÿ° nous donne 


2 —1—=A (2 +1) + (Br +C)( +1)r + (Dr +E)z 


en 
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2 —1—(A + Bjr + Ce + (24 + B + D)r° + 
+ C+E)zx +4. 


Une identification des coefficients de même rang nous conduit au 
système d'équations: 


as: A+B—=0O, 

am :C—=0, 

x :24A+B+1D—=0, 

xt: C+E—=0, 

RE es ES — 1, 
dont la résolution nous donne À — —1, B = 1, C —0, D = 2, 
E = 0, donc la décomposition cherchée est 

2. > [| z 27 
PTE RS LEP DÉLITS 


De ce qui précède il s'ensuit que l'intégration d’une fonction 
rationnelle (1) se ramène à celle d’un polynôme W (x) — 
= af" +azx"-1+ ... La, dont l'intégrale est tabulaire: 

rm+i rm 
\w use, Lo en +... +a,r+C, 


+1 
R(z) 


Q(2) 
conduit au calcul d’intégrales des quatre types suivants *): 


A 
I. Î dr Aln|r—al +C:; 


A À k 
IT. ar = Then arte Fr > 1) ; 


et à celle d’une fraction rationnelle irréductible : ceci nous 


— a)" 
Az + B è 
nLE er — 
Az+ B 
IV. eo © (r > 1). 


Ceci étant, le trinôme x° + 2px + qn'’admet pas de racines réelles, 
c'est-à-dire que p° — q << 0. 

Calculons les intégrales III que l'on rencontre fréquemment en 
pratique. Complétons le trinôme z° + 2px + q à un carré: 


a +2pz +q={(c+p} +q—p*. 
Cette représentation nous suggère la substitution x + p = t, d'où 
zx —=t— p, dx = dt. Posons par ailleurs q — p° = hk >> 0 et pas- 


*) Les intégrales I et I1 se calculent de façon élémentaire par la substi- 
tution {= r— a. 
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sons à la variable £. L'intégrale se ramène à la forme 


Az+B At+B— Ap 
Er dr = | Br 


2t dt 
= A | + (BA. -p) (+ F7: 
Le calcul de la première intégrale de droite est immédiat : 


| dE pie h|+C=Inlz2 + 2pr + al +C. 


+R 
La deuxième intégrale est tabulaire. 
_(  6z+5 
Exemple 3. Calculer | ets dx. 


Solution. Complétons le dénominateur à un carré: 2° + 
+ 4x +9 = (x + 2)? + 5. Faisons la substitution x + 2 — 
On en déduit x = { — 2, dr = dt, donc 


6z+5 re MES gr | SDS qe 


44749 G+2È+5 B+5 
has far fi 
— 31n ({2+ 5) — 7 Arc tg —— 7e +C. 
En revenant à la variable x, on obtient 
(ES d7 = 8m (e+ 4749) 7 — Arctg 
Calculons maintenant une intégrale IV: | ra dr, 


g—p°>0, r>1. Introduisons à cet effet la nouvelle varia- 
ble z par la formule 


2=(z+ p}/ Vq—p?, d'où z=zVq—p—p, dr= 
=Vq—pàz. (6) 
On a par ailleurs 
224 1 SUR EP +1 — =? / (6) 


En faisant la Er (5) et en tenant compte de (6), on 
obtient donc 


ARE ge | AGVa-n-ptBy—— 
Tera de JA EE Vo ds = 


= den + fr 


où M et N se déduisent de l’avant-dernière égalité. 
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La deuxième intégrale peut être calculée à l’aide de la formule 
de récurrence [cf. $ 4, n° 3, formule (3)]. En posant z° + 1 = t 
dans la première intégrale, on obtient 


z dz M Ç dt M 1 
Mr Tr 7er me +c= 


1 
Te D pe À € 


Exemple 4. Calculer ren dr. 


Solution. Posons = d'où x— 1+22z, 
dr =2dz et 2°—2r+5—4(z22+1), donc 


___5z+3 3, _ ( 5(4+2)+3 10248 
Ï 2e = cerner] FE à 


=+) Re F1 RD 


Mais 
TRE on 3 FFT te né CIE ET) ++ L Arc tg z. 
Donc 
Î sr = — +R A PRE RCIP TI) TETE sert Arctgz+C=— 
= Rp t Ar ts+C. 


En revenant à la variable r, on obtient 


5z +3 _ 2z—7 z—iÀ 
| m2 = ES 2 7 Arctg | 2 }+c. 


On a ainsi établi que l'intégration de toute fraction rationnelle 
se ramène à celle d’un polynôme et d’un nombre fini d'éléments 
simples dont les intégrales s'expriment par des fonctions ration- 
nelles, logarithmes et des arcs tangentes. Autrement dit, toute 
fraction rationnelle s’intègre par des fonctions élémentaires. 


$ 6. Intégration des fonctions irrationnelles 
et transcendantes 


Désignons préalablement par R (u, v) une fonction rationnelle 
de deux variables u et v, c’est-à-dire une fonction obtenue uni- 
quement par des opérations arithmétiques (addition, soustraction, 
multiplication et division) sur des variables et v. Exemple: 

Bu?v + uv 
RG, v= sg 
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Si les variables u et v sont à leur tour des fonctions de x: u — 
= @ (x), v = 4 (x), la fonction R [œ (x), w (x)] s'appelle fonction 
rationnelle de œ (x) et 4 (x). Par exemple, la fonction 


+ VE TE 


Î (x) = 725 Va 
est une fonction rationnelle de x et de Wz?—1: f(x) — 
—<R(x, Vr—1). Ici R(u, v) = — u=r,v= Vr—i,. 


La fonction 
sin? r— cos z 
G= 
sin r+2cosr 


est une fonction rationnelle de sin x et cos x: f (x) = R (sin x, 
Cos x). 

Considérons maintenant les intégrales de certaines fonctions 
irrationnelles et transcendantes élémentaires et montrons qu'elles 
se ramènent à des intégrales de fonctions rationnelles qui peuvent 
être calculées par les méthodes du $ 5. 


m az tb 


1. Intégrale de la forme ÎR (z, <rd 


) de, où a, b, c 


a b | 
et d sont des nombres arbitraires (<=); m. un entier na- 


ar + b 
cr+d 


Mon- 


m 
turel, À une fonction rationnelle de x et 14 
trons que la substitution 


t— HA az + b 

5 l cr—+ d 
nous ramène à l'intégration d’une fonction rationnelle. En 
effet, 


== m 
tm — az + b = b— dt - dr = 


cx+d *? cm — a 


de sorte que 
f[Rr(z] EH jar (RES, e) me ge 


cz+d (ctm — a} 


- | R,(t) dt, 


mtm-1 (ad — bc) 
(ctn — a)? 


dé. 


où R,(f) est une fonction rationnelle de £. 


| fi+z dz 
Exemple 1. Calculer | =. 1 + 
Solution. En faisant la substitution { — EE , on 
> _ + __#—1 __ 4tdt 
obtient  — -—, Tune à j na , d = EI - 


13—01561! 
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TT 


On a ensuite 


| CEA peer 2 ER SE LL 2 | dt 


_ ie _ 
2 2t—2Arctgt+C=2y/ LÀ 


= Nr d— FT 


Exemple 2. Calculer (== : 
2 TZ 


; dr __[t=Yz, z-t 
(92}2+(/2)3  |dr=6t5dt 
=6[F%=6f[e-r+na- [TE T- 

=6[5—$+t—inft+11]+c= 
—2Vz—3 3Y/z+6%/z—61n(7z+1)+C. 


Solution. Ona 


2. Intégrale de la forme | R (x, Vaz?+bx+c)dzx, où 
a, b et c sont des nombres arbitraires : a=Æ0; R une fonction 


rationnelle de x et Var + dbz + c. 
Si le trinôme azr° + br + c possède des racines réelles zx, et 
z. distinctes et a >> 0, alors 


Varie Vale) lan} 2. 
— #1 
Donc 
, Var+bz+c) = G—7:) 
R (x, V az +bx+c)=R (x (z ’ [zx — x | AE ka }= 
a(z—re) 
Riz, VX). 


c’est-à-dire qu’on obtient l'intégrale du n° 1. 
Si x; =1,, alors 


Varz’+br+c=|12—,| Va, 


c’est-à-dire qu'on a une fonction rationnelle de x sous le signe 
d'intégration. 

Il est donc plus intéressant de traiter le cas où le trinôme 
az° + bx + c n’admet pas de racines réelles et a => 0. Montrons 
que dans ce cas on se ramène à l'intégration d’une fonction ration- 
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nelle par la substitution d'Euler *) 

t—Va2?+br+c+zV a. **) 
En élevant les deux membres de l'égalité Var + br +c—= 
=t—zx)a au carré, on obtient bx+c=t?—2Vatx, de sorte 


que 


tt —c —————  Vañ+bitceVa 
tn ——— 2 = — 
*— 2Vat+b ? Var+bz+e 2 V'at+b | 
V'ati+bt+cVa 
dr = 2 ———————— dt. 
: (2V'at+b)° 


Donc 
JR: Var Forte) dr 
_ [ R ( = Vattbt+e Va ] 2 RSA A AC je 
| 2 V'at+b 2V'at+b (2V'at+b) 
= | R, (+) dt, 


où À, (t) est une fonction rationnelle de t. 
Sia<0etc>=>0, on utilise une autre substitution d'’Euler 


Var Tr cmt + Ve. 
dz 

z+Vaitz+i 

Solution. Les racines du trinôme x? + x + 1 étant com- 


plexes, faisons la substitution Vz°.+ x + 1 = t — x. En élevant 
au carré, on obtient 


Hz +AÂ— ft 2x + 7 


Exemple 3. Calculer | 


ou 
z +14 —={ — 2x, 
d’oi 
t2—1 0 f+t+1 

Tape 2 dt 

Alors 
2 
borné À RME de 
z+Vri+tz+ti t (1 +24) 


Par ailleurs, 


2+21+2 A B D 
TU + T1T2 da (1 +21)? 


*) Euler Leonhard (1707-1783), mathématicien, mécanicien, physicien 
et astronome suisse. : 
**) On peut poser t — V art + br+c—7z Va. 


13* 
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Une multiplication des deux membres de cette égalité par 
t (1 + 2f)° nous donne 


2 +2t+2= A+ 2t) + Bt A + 2t) + Dit, 
ou 
2 + 2+2 = (4A + 2B) f + (44 + D + B)t + À. 
Une identification des coefficients de £ nous conduit au système 
d'équations du premier degré en 4, Bet D: 
4A+2B—2, 
4A+LD+B—2,, 
A=? 
d'où A=—2, B=— —.3, D— 3. Donc 
21+2t+2 2 3 3 


D un + ms 


t(1+21)° t 4 +21 (1+222 
et en définitive 


+ | 
Paré | Tee Game Jdt= 


=2 {+ +1 3 pau+a. 
2 1 + 24 "2 AS: se 


= 2]n VEFFTSET EE In |1+ 2x + 


H2VAFE + 


Exemple 4. Calculer re réc = 
T T— TZ" 


Solution. Les racines de 1 + x — x° étant complexes et 


a<0, c>0, on utilisera la substitution V1 + x — 7° — 
= 1x — 1. En élevant les deux membres au carré, on obtient 


A +z— x = tr — 2ix + 1 ou 1 — x = x — 21, 
d'où 


3 
2(1+27+2 Vr+r+1) Li 


1 +21 d 2(1—1t—12) dé, VTrz = +t—1 


Tag Gp +1 
Donc 
pa — a — =f— 2 (4—1t—12) dt — 
1 Vi+z—7 n 1+2t \ 22+it—1 : dE 
= — Re ee), — 
2 | ENTER 2 Arctg(t+1)+C 


Fee 
| 1+z TI +z+i ne C. 


T 


— 2 Arctg 
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Signalons que le calcul des intégrales par la substitution d’Eu- 
ler conduit généralement à des calculs laborieux et des expressions 
volumineuses, aussi n’y recourt-on que dans les cas où il est im- 
possible de calculer ces intégrales par un procédé plus court. 


3. Intégrale de la forme \R (sin x, cos x) dr, où R est une 


fonction rationnelle de sin x et cos x. Montrons que la substitu- 
tion 


t=tg+, zE[—1, x] 


nous ramène à l'intégration d'une fonction rationnelle. En effet, 


._  2tg(z/2) _ 2  d—tgt(r/2) | 18 
SNL Lg) 1h! COST Lg ()2)  1+8 ? 
2dt 
x = 2Arctgt, dre ; 


de sorte que 


| R (sin x, cos x) dr — | R ; 7) D — | R, (t)' dt, 


où R,(t) est une fonction rationnelle de t. 


dz 


Exemple 5. Calculer mers 


Solution. La substitution { — te — nous donne 


> 2! _o ___2df 
ET ETS z— 2 Arctgit, dr — 15 ° 
Donc 
dz dt 2 2 
SR == —————— 
| 1sinz =2 | A+ Ed ec TC 


4. Intégrale de la forme | R(e) dx. Montrons que la subs- 
titution 
t— 


nous conduit à l'intégration d’une fonction rationnelle. En effet, 


vu que z=intet dr +, on obtient 


Î R(&) dr = | RTE, 


où À (f) est une fonction rationnelle de t. 
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ex —1 


_ r dx. 


Exemple 6. Calculer | 


Solution. Posons t—e*. D'où dr. Donc 


—21n({+t)—InétC—21n{+e)—r+cC. 


Signalons en conclusion que les méthodes d'intégration envi- 
sagées n'épuisent pas toutes les classes de fonctions élémentaires 
analytiquement intégrables. On a pu se rendre compte que l'in- 
tégration est plus compliquée que la dérivation. Il faut une cer- 
taine technique et une certaine ingéniosité qui s’acquièrent par 
la résolution d’un grand nombre d'exercices. 

Signalons par ailleurs que si la dérivation est une opération 
stable, il en va autrement de l'intégration. Il existe des fonctions 
élémentaires (par exemple e-*", _ ; ——= , etc.) dont les primitives 
ne sont pas des fonctions élémentaires. Non seulement ces primi- 
tives existent, mais elles jouent un rôle important tant en analy- 
se mathématique que dans ses applications. Ces primitives sont 
bien étudiées et leurs tables et graphiques permettent de les uti- 
liser fréquemment en pratique. 


CHAPITRE VIII 


INTÉGRALE DÉFINIE 


$S 1. Définition de l’intégrale définie 


Soit y = f (x) une fonction définie sur un intervalle [a, bl], 
a << b. Subdivisons cet intervalle en r parties arbitraires à l’aide 
des points: 


a = TL LT LL... La LL... LEn = b. 


Désignons cette subdivision par + et appelons les points x,, Zi, - .. 
-.. Zn points de la subdivision t. Prenons un point arbitraire 
Et, dans chaque intervalle partiel [xz,_,, x;l. Désignons par Az; la 
longueur x; — z;_, de l'intervalle [x;_,, z;l. Formons la somme 


o—f(E) Ar, + f(x) Aro +... +f(E) Az, = TS f(E) An (1) 


1— 


Li 


et appelons-la somme intégrale de f (x) attachée à la subdivision + 
et au choix des points E;. La 
signification géométrique de la 
somme © est évidente: c'est 
l'aire des rectangles de bases 
Azx;,, Az: . .., Az,et de hau- 
teurs f (E), Î (Es), se Î (a) 
(Fig. 93) (si f (x) > 0). 

Appelons pas de la subdi- 
vision t et désignons par À le 
plus grand nombre Azx;:À — 
= Mmax {Ax:;}. 

iSign 


<& 


© X9=a {'; X£E2%s X:_ €; %, Xnur Th D=Xh x 


Définition. La limite finie 7 
(si elle existe) de la somme 
intégrale (1) lorsque À 0 s'appelle intégrale définie de La 
fonction f(x) sur l'intervalle {a, b] et se note: 


Fig. 93 


b 
1= (f(x (2) 
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ou | 
| dim 3 f(E) Ai. 
a 7 4=! 


La fonction f (x) est dite intégrable sur [a, b]. Les nombres a et b 
s'appellent respectivement limites (ou bornes) inférieure et supé- 
rieure d'intégration, la fonction f (x), intégrant, la variable 7, 
variable d'intégration. 

Faisons quelques éclaircissements, puisque nous avons affaire 
à un passage à la limite qui n'est pas ordinaire. En effet, la som- 
me intégrale dépend des points de subdivision zx; et des points in- 
termédiaires £;. Le nombre des points zx; et £; tend vers l'infini 
lorsque À —+ 0. Donc la notion de limite d’une somme intégrale 
appelle quelques précisions. Définissons d’abord cette notion dans 
le langage des suites. Soient {T,} des subdivisions d'un intervalle 
[a, b] telles que le pas À, de 7: tend vers 0 lorsque À —+ co. Choi- 
sissons dans chaque subdivision des points intermédiaires arbi- 
traires E;. On obtient ainsi une suite de subdivisions {t,} telle 
que lim À: = 0. 


R— 00 
On dit qu'une fonction f (x) est intégrable sur [a, b] si pour 
toute suite de subdivisions {t, } telle que lim À, = 0 la suite {02} 
k—>00 


des sommes intégrales correspondantes tend vers un même nombre /. 

On peut donner une définition de l’intégrale définie en termes 
de &, Ô: on dit qu'un nombre J est l'intégrale définie d'une fonc- 
tion f (x) sur un intervalle [a, b] si pour tout € > 0 il existe un 
ô > 0 tel que pour À << 6 l’on ait 


à FE) Ar: —1|<e 


indépendamment du choix des points E;. 

La démonstration de l'équivalence de ces deux définitions est 
calquée sur celle de l'équivalence des définitions de la limite 
d’une fonction. La définition en termes de suites permet d'’éten- 
dre les principales notions de la théorie des limites à cette nou- 
velle forme de limite. 

De la définition de l'intégrale définie il s'ensuit que la valeur 
de l'intégrale (2) dépend uniquement de la forme des fonctions 
f (x) et des nombres a et b. Si donc la fonction j (x) et les bornes 
d'intégration sont données, l'intégrale (2) est définie de façon 
unique. Il s'ensuit en particulier qu’une intégrale définie ne dé- 
pend pas du choix de l'argument de l’intégrant, c'est-à-dire du 
choix de la variable d'intégration : 


b b b 
fiedez (dre [TE ete. 
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$ 2. Conditions d’existence de l'intégrale définie 
1. Limitation de l’intégrant. 


Théorème 8.1 (condition nécessaire d’intégrabilité d’une fonc- 
tion). Si une fonction f (x) est intégrable sur un intervalle [a, b], 
elle est bornée sur cet intervalle. 

Démonstration. Supposons par absurde que la fonc- 
tion f (x) n'est pas bornée sur [a, b]. Montrons que pour toute 
subdivision de l'intervalle [a, b] la somme intégrale © peut ètre 
rendue arbitrairement grande par le seul choix des points 
br Ëe HAL En 

En effet, la fonction f (x) étant infinie sur [a, b], elle l’est au 
moins sur un intervalle partiel, {x,, x,] pour fixer les idées, quelle 
que soit la subdivision envisagée. Choisissons des points arbi- 
traires E., Es, . .., E. dans les autres intervalles partiels et po- 
sons 


0" = f (2) Ars + f (Es) Azs + ... + f (En) Az. 


Considérons un nombre arbitraire ./ => 0 et prenons un 
E1 Elzo T1] tel que 


lo’ | + Af 
EE. 


Ceci est possible puisque f (x) est infinie sur [x,, xl. Alors 
[/() 1An > 10" 1+ Met ]ol= ]7(E) Ar +o 12 
> |f() An —loi>4, 


c’est-à-dire que la somme intégrale © est supérieure en valeur abso- 
lue à tout nombre donné à l’avance. Donc la somme intégrale © 
ne possède pas de limite finie lorsque À — 0, or ceci exprime que 


l'intégrale définie d’une fonction infinie n'existe pas. 


Remarque. La réciproque n’est pas vraie, c’est-à-dire que la 
condition de limitation de la fonction f (x) est une condition né- 
cessaire mais pas suffisante d’intégrabilité. Montrons-le sur un 
exemple. Considérons la fonction de Dirichlet sur l'intervalle 


[O, 1]: 


si zx est rationnel 


w={S 


La fonction de Dirichlet est visiblement bornée. Mais eile 
n’est pas intégrable sur [0, 1]. Prouvons-le. Soit une subdivision 
quelconque de l’intervalle [0, 1]. Si les points intermédiaires E; 
sont choisis rationnels, on a 


si zest irrationnel. 
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s’ils sont irrationnels, 


G — 2 f(E) Az = D 0-Ax; = 0. 


Î 


1043 


Donc la somme intégrale © peut prendre aussi bien la valeur 0 
que la valeur 1, autrement dit elle n’admet pas de limite lors- 
que À —+ 0. 

Donc la limitation d'une fonction f (x) ne suffit pas à elle 
seule à assurer l’intégrabilité de cette fonction. Il faut d’autres 
propriétés dont l'établissement implique l'introduction des no- 
tions de sommes inférieures et supérieures de Darboux. 


2. Sommes de Darboux *). Soient jf (r) une fonction bornée 
sur un intervalle [a, b], t une subdivision de [a, b]l: a = x, << 
<Lr<... Lt LT <<... Lzn = b. Désignons par m; 
et M; l'infimum et le suprémum respectifs de cette fonction 
sur {x;_., xl et formons les sommes suivantes: 


S=MiAz,+MAzt...+M, Az =) MiAx, 
i= 1 


S$ — miAT, + MoALs + .. + m,Az, = 1 m;Azx;. 
i=1 


Ces sommes s'appellent respectivement sommes supérieure et in- 
férieure (de Darboux) de la fonction f (x) attachées à la subdivision 
rt de l'intervalle [a, b]. 

De la définition de l’infimum et du suprémum, il s'ensuit que 
m; < f (1) < M; pour Ë; Eli, zil. D'où 


n ñn n 
s—)) mAr,<o=N f(E)An ED MiAr=sS, 
41 1=!1 


i=1 


c’est-à-dire que la somme intégrale et les sommes de Darboux 
attachées à une subdivision donnée sont reliées par la double iné- 
galité 

SLO<S. (1) 


Les sommes de Darboux admettent une interprétation géo- 
métrique simple. Considérons une fonction f (x) continue positive 
sur {a, b] et le trapèze curviligne correspondant, c’est-à-dire la 
figure limitée par le graphique de la fonction f (x), les droites 
verticales x = a, x = b et l'axe Ox (fig. 94 et 95). La fonction 
f (x) est continue sur {x;_,, xil, car elle l'est sur [a, b]. D'après le 
deuxième théorème de Weierstrass elle atteint son infimum et son 
suprémum sur [z;-1, x] et par suite m, et M, sont respectivement 


*) Darboux Gaston (1842-1917), mathématicien français. 
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le minimum et le maximum de f (x) sur cet intervalle. Donc les 
sommes $ et s sont égales aux aires des figures hachurées respec- 
tivement des figures 94 et 95. 

Signalons tout particulièrement que les sommes de Darboux 
dépendent seulement de la subdivision de l'intervalle [a, b], 
tandis que la somme intégrale o dépend encore du choix des 
points intermédiaires E; des intervalles partiels [z;_,, r;l. Si l'on 


TZ 
>. LL 
CLLLLLLA 


SZ 


CL 


AT Le 


LD 


CL 


& N 


KR 


NAN 


fixe une subdivision de {a, b], les sommes s et S sont des nombres 
définis, alors que la somme © est une quantité variable, puisque 
les points E; sont arbitraires. 


3. Propriétés des sommes de Darboux. 1° Pour toute subdiri- 
sion fixe t et tout g >> 0, les points E,; € {x:_1. z;] peuvent être choi- 
sis de telle sorte que la somme intégrale © vérifie la double inégalité 
OS —o<e. Les points E; peuvent aussi être choisis de telle 
sorte que la somme intégrale © satisfasse la double inégalité 
0<Lo—s<e. 

Démonstration. Soit + une subdivision fixe de [a, b]. 
Prouvons par exemple la double inégalité0 < S — © << e. D'après 
la propriété du suprémum /;, pour tout € >> 0 donné on peut 
exhiber un point ?; de [x;_,, x;] tel que 

OSM;—f(E) < ——, i = 1, 2, ss. 7. 
En multipliant ces doubles inégalités par Ax; et en ajoutant on 
obtient 0 < S — o << €. On établit de façon analogue la double 
inégalité 0<Lo—s<e 


2° L'adjonction de nouveaux points à une subdivision + donnée 
de l'intervalle (a, b| ne diminue pas la somme inférieure de Darboux 
et n'augmente pas la somme supérieure. 

Démonstration. On peut se borner à l’adjonction d'un 
seul point à la subdivision t, car si on en a plusieurs, on peut 
les ajouter un par un. Ajoutons un point zx’ à t et supposons qu'il 
tombe dans l'intervalle [r;_,, xi] (fig. 96). Désignons respective- 


204 INTÉGRALE DEÉFINIE (CH. VIII 


ment par set s’ les sommes inférieures de Darboux et par S et S”, 
les sommes supérieures attachées à t et à la nouvelle subdivision +’. 

Faisons la démonstration pour les sommes inférieures s et s’. 
Désignons par m; et mi les infimums de la fonction f (x) respec- 
tivement sur les intervalles [x;_,, x'] et [x’, xl. Les sommes set 
s’ contiennent les mêmes termes à l'exception de deux: m; Az: 


x” X 


Fig. 96 


et m;(z'—zx;) + mix; — zx’). Comme mi > mi et mi> mi 
(l'infimum sur une partie de [x;_,, xl est > à l’infimum sur l’in- 
tervalle [x;_,, x;] tout entier), il vient 


mi (2 — Zi) + min — x) mi (x — xs) + 


+ m; ri — zx) = mi Ari. 
D'où s > s. 
On démontre de façon analogue que S” < S. 


3°. La somme inférieure de Darboux attachée à toute subdivision 
x’ est inférieure à la somme supérieure attachée à toute autre subdi- 
vision T’. 

Démonstration. Soient s’', S’ ets”, S” les sommes in- 
férieures et supérieures de Darboux attachées respectivement aux 
subdivisions 7’ et t”. Considérons la subdivision + composée de 
tous les points de t’ et t”. Désignons par s et S les sommes de 
Darboux attachées à t. La subdivision t ayant été obtenue par 
l’adjonction des points de t” à t’, on a en vertu de la propriété 2° 
et compte tenu de l'inégalité évidente s < S: 


S LSL<SLS. 


Mais on peut aussi obtenir t en ajoutant à t” les points de +’. 
Donc 


s' ESS ES”. 
En comparant ces inégalités, on trouve que s << S”, s” < S’.l 


4° Les ensembles {S} et {s} respectivement des sommes supé- 
rieures et inférieures de Darboux d’une fonction f (x) attachées à 
toutes les subdivisions d'un intervalle (a, b] sont respectivement mi- 
noré et majoré et de plus la borne supérieure de {s} est inférieure à 
la borne inférieure de {S). 

Démonstration. Cette propriété résulte directement 
de la propriété 3°. En effet, l'ensemble {S} de toutes les sommes 
supérieures de Darboux est minoré, par exemple par toute somme 
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inférieure s de Darboux. tandis que l’ensemble {s} de toutes les 
sommes inférieures de Darboux est majoré, par exemple par toute 
somme supérieure $ de Darboux. Donc les ensembles {S} et {s} 
admettent des bornes d’après le théorème 1.1. Désignons par 1* 
la borne inférieure de {S} et par Z, la borne supérieure de {s}: 


I* = inf {S}, J4 = sup {s}. 


Montrons que 7, < Z*. Supposons par absurde que 7, >> 1*. Po- 
sons 14 — I* = € > 0. Des propriétés des bornes Z, et I* il 
s'ensuit qu’il existe des nombres S” et s”, respectivement sommes 
supérieure et inférieure de Darboux attachées à des subdivisions 
T’et t” de [a, bl, tels que Z* + e/2 > S’ et I, — e/2 << s”. En 
soustrayant la deuxième inégalité de la première on trouve que 
S"—s"<I*—]I,+e, or 1* — TI, — —e, donc S — ss" <0, 
c'est-à-dire que s” >> S’. Cette contradiction avec la propriété 3° 
montre que 7, < 1*. 


4. Condition nécessaire et suffisante d’intégrabilité. On a le 
théorème fondamental suivant. 


Théorème 8.2. Pour qu'une fonction f (x) bornée sur un inter- 
valle [a, b] soit intégrable sur cet intervalle, il est nécessaire et suf- 
Jisant que 

lim (S —s) = 0. (2) 
À +0 
La condition (2) exprime que pour tout € >> 0 il existe un 6 > 0 
tel que | S — s |  e pour À << 6. Puisque s < S, cette inégalité 
est équivalente à l'inégalité 
S—s<e. (3) 


Démonstration. Vécessité. Supposons que la fonction 

f (x) est intégrable sur [a, b], c'est-à-dire qu'existe l'intégrale dé- 
b 

finie 7? — | f(@) dr. Ceci exprime que pour tout € > 0 il existe 

a 

un nombre ô > 0 tel que pour toute subdivision + dont le pas 
À << Ô l’on a 

|o—1l|< e/4 (4) 

indépendamment du choix des points &,;. Considérons une telle 


subdivision +. D'après la propriété 1°, on peut exhiber des som- 
mes intégrales ©” et o” attachées à + telles que 


S — 0 <LEe/4, 6 —s< E/4. (5) 


À noter que les sommes intégrales ©’ et 6” vérifient toutes deux 
l'inégalité (4). La relation 


S—s—=(S — ©) + (6° — I) + (1 — 0°) + (o” — 5) 
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et les inégalités (4) et (5) entraînent 
S—s<e. 


Suffisance. Soit réalisée la condition (3). D'après la propriété 
4°, pour toutes sommes inférieures et supérieures de Darboux on a 
sLI,<LI*LS, donc OLI* — 7, LS —s, d'où il s'ensuit, 
en vertu de (3), que 0 < 7* — Z, << e pour tout e >> 0. Ce qui 
exprime que 1* — 7, = 0, c’est-à-dire que Z* = 7,4. En posant 
I = I* = I, on trouve que 


s<I<S (6) 


pour toute subdivision. Si une somme intégrale o et les sommes de 
Darboux s et S sont attachées à une même subdivision +, alors 


[cf. formule (1)] 
SOLS. (7) 


Les doubles inégalités (6) et (7) entraînent 


lo —I|I<S —Ss. (8) 


Par hypothèse, pour tout e > 0 il existe un ô >> 0 tel que l'iné- 
galité (3) est vérifiée pour À << 6. Il s'ensuit alors de l'égalité 
(8) que 

|o—1|<e pour À < 6, 


ce qui exprime que le nombre J est la limite de la somme inté- 
grale © lorsque À —+ 0, c’est-à-dire que la fonction j (x) est inté- 
grable sur [a, b]. 1 


Nous aurons besoin dans la suite d’une autre forme d'écriture 
de la condition nécessaire et suffisante d’intégrabilité. En dési- 
gnant par w, l'oscillation M;—m, de la fonction f (x) sur l'inter- 
valle [z;_,, xl, on obtient 


ñn n n n 
S—s=) M,Az,—YD mAÂr, => (Mi—m;) Az; = 9 w,Ar.. 
i=1 i= im i=1 
Chaque terme de la dernière somme est positif, puisque M; > mi; 
et At; > 0et la condition d'existence de l'intégrale définie peut 
s’énoncer comme suit: pour tout & > 0 il existe un 6 > 0 tel que 


W,Az;, <<e pour À<ô. 
1 


LE 


Cette condition est généralement utilisée sous cette forme. 
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$ 3. Intégrabilité des fonctions continues 
et de certaines fonctions discontinues 


Théorème 8.3. Si une fonction f (x) est continue sur un inter- 
valle [a, b], elle est intégrable sur cet intervalle. 

Démonstration. Etant continue sur [a, b], la fonction 
f (x) y est uniformément continue d'après le théorème de Cantor. 
Soit donné € >> 0. D'après le corollaire du théorème de Cantor, 
pour tout nombre e/(b — a) il existe un 8 > 0 tel que les oscilla- 
tions w; soient <<e/(b — a) pour toute subdivision de [a, b] en in- 
tervalles partiels [x;_,, z;] de longueur Az; << &ê. D'où 


ñn 
S—s— >», OT, 5 
im 


— > Ax;=e pour À<6. 
i=! 


La condition suffisante d'intégrabilité est donc remplie pour la 
fonction f (x) continue sur la, bl. Cette condition entraîne l'exis- 
tence de l’intégrale définie. 


Le théorème nous dit que la condition de continuité d’une 
fonction est une condition suffisante d intégrabilité de cette fonc- 
tion. Mais cela ne signifie pas que l'intégrale définie n'existe 


NL HORNRET ERP TAÉMÉRE Dé. 


, £ , , £ 
XQ=8 X1 X2 X3 X-2c * X+5o Xn-1 Xn=D 
Fig. 97 


que pour les fonctions continues. La classe des fonctions inté- 
grables est bien plus large. Cette classe contient par exemple des 
fonctions présentant un nombre fini de discontinuités. Prouvons-le. 


Théorème 8.4. Si une fonction f (x) est bornée et continue partout 
sauf en un nombre fini de points d'un intervalle (a, b], alors elle 
est intégrable sur cet intervalle. 

Démonstration. Il suffit de traiter le cas où l’inter- 
valle [a, b] ne contient qu'un seul point de discontinuité x’. 
Soient Àf et m les bornes de f (x) sur [a, b], Q = M—m l'oscilla- 
tion de jf (x) sur cet intervalle. Prenons un & > 0 arbitraire assez 


petit et considérons les intervalles [a, x — x | et [2° + 20 b | 


(fig. 97). La fonction f (x) étant continue sur chacun de ces inter- 

valles, il existe un ô => 0 tel que pour toute subdivision de ces 

intervalles en intervalles partiels [x:_,, x;] de longueur Axi << 6’, 
£ 


l illati = 
es oscillations «w, sont <356—5 | 
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Soit Ô = min {5’. x) . Considérons maintenant une subdivi- 
sion quelconque de [a, b]l en intervalles partiels de longueur 
ñn 


Az; << 8 (fig. 97). Décomposons la somme 2»: w; Az; attachée à 


i=1 

cette subdivision en la somme » @; Az; + > © AÂzx;: le premier 

terme contient des intervalles partiels strictement extérieurs à 

€ e L2 e e LI 2 

l' go “Voisinage du point x’, le second, des intervalles partiels qui 

. L . » N £ . . . 

soit sont strictement intérieurs à |’ go “voisinage du point zx’, soit 
_ possèdent des points communs avec ce voisinage. 

Pour la première somme, comme dans la démonstration du 


théorème précédent, on a 

S' ©; Az, < e/2; 
s'agissant de la deuxième somme, on remarquera que la somme 
50” 
deux intervalles partiels au plus sont partiellement 


des longueurs des intervalles strictement intérieurs à l’ voisinage 


’ e . 
de x’ est < 7: 


contenus dans ce voisinage, donc la somme de leurs longueurs 
£ 
est <<20 << 7 . Donc 


D'or <Q D an<o =. 


En définitive, 
n 
S—s —= > OAT; — 


i=! 
= D'uAr;+ D wAr,<+++=e pour À<6. 


Ce qui prouve l’intégrabilité de f (x) sur [a, b]. 


Corollaire. Une fonction continue par morceaux sur un segment 
est intégrable sur ce segment. 


S 4. Propriétés fondamentales de l’intégrale définie 


b 
1° L'intégrale | f(x) dx a été introduite dans le cas où a<<b. 
a 
Généralisons la notion d'’intégrale définie au cas où les bornes 
d'intégration sont confondues ou bien la borne inférieure est 
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supérieure à la borne supérieure. On admet par définition que 


a 


| f(x) dr =0, (1) 


cette formule étant considérée comme la généralisation naturelle 
de l'intégrale définie à un segment de longueur nulle. 
De même, on admet par définition que 


f (x) dr = — f (x) dx, (2) 
b a 


cette formule étant considérée comme la généralisation naturelle 
de la notion d’intégrale définie au cas où l'intervalle [a, b], a  b, 
est parcouru de b vers a. Dans ce cas les points de subdivision 
z, de [a, b] sont numérotés de b vers a et les différences Az; — 
= x, — TZ; de la somme intégrale sont toutes négatives. 


2° Quels que soient les nombres a, betc,on a 


b 


| f (x) dz = Î (x) x+ Î (x) dz. (3) 


a a 


(Dans les $$ 4, 5 on admet l'existence des intégrales intervenant 
dans les formules démontrées.) 

Démonstration. Supposons d'abord que a<c< b. 
La limite de la somme intégrale o étant indépendante de la sub- 
division de [a, b], on choisira cette substitution de telle sorte que 
c en soit un point. Si par exemple c = x,,, on peut décomposer la 
somme intégrale o en deux sommes: 


n 


o= 2, f(E)An =D f()Az+ D f(E) Au. 
i=1 i=1 i=m+1 


En faisant tendre À vers 0, on obtient l'égalité (3). 

La propriété prouvée exprime que l'intégrale définie sur un 
intervalle est égale à la somme des intégrales sur les parties de 
cet intervalle. 

Pour toute autre disposition des points a, b et c la démonstra- 
tion se ramène facilement au cas étudié. Supposons par exemple 
que a << b < c. D'après ce qui a été prouvé, on a alors 


( Î (x) dx = f (x) dx + | f(x) dx, 


14—01561 
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d’où, compte tenu de (2), 


Î (x) dr — ( f(x) dr — ( f(x) dz= | f(x) dr + f(x) dr, 
9 8 à ï ë 


c'est-à-dire qu'on retrouve l'égalité (3). M 
3° Tout facteur constant peut être sorti du signe d'intégration, 
c'est-à-dire que 
b b 
Î kf(x) dr =# | f (x) dr. (4) 
a a 


Démonstration. En effet, pour toute subdivision de 
[a, b] et tout choix des points E;,on a 


2 kf (6) Az: = D Ï (Es) Axe 


En faisant tendre À vers 0, on trouve 
b 


j#i (x) dr = lim D kf(b) Az = lim k D f(E) Ar: = 
À=0 1-0 ; 


=iÎ 


n b 
= k lim 2 f(E:) Am =k J f(x) dz, 


c'est-à-dire l’égalité (4). M 


4° L'intégrale définie de la somme algébrique de fonctions est 
égale à la somme algébrique des intégrales de ces fonctions, soit 


b b b 
fue+sedr= | f(art [et ds. 


Démonstration. En effet, pour toute subdivision de 
[a, b] et tout choix des points E;, on a 


n 


>, Ef (&:) + g (i)] Az = 2 f (&:) Ari + 2 g (&:) Ari. 


i=1 
Puisque 


ñn b n b 
lim D Go) Au = | f( az et lim À e@) aa = | g (x) dz, 


$ 5} ESTIMATIONS DES INTÉGRALES. FORMULE DE LA MOYENNE 214 


il vient 
b 


| [(@) + 8 GI dz = ere à [f @:) + g (E:)] Ar: — 


b b 
ia À fo Ai à lim D £ (is) Az; = f(x) dz + | g(z)dz. 


0: 


Fees La propriété 4° est valable pour tout nombre fini 
de termes. 


$ 5. Estimations des intégrales. 
Formule de la moyenne 


1. Estimations des intégrales. 1° Si jf (x) => 0 sur un inter- 
valle [a, b], alors 


b 
À f (2) dz>0. 


Démonstration. En effet, toute somme intégrale 
ñn 


s=2 f (&:) Azs de la fonction f (x) sur [a, b] est positive, puisque 
îi— 
1) 20, Az; = Li, — Li, > 0, = L: 2; 


.., n. 


n 
En faisant tendre À vers O dans l'inégalité >) f(E;) Az; >0, on 
| 
obtient 


bd 
| f(@)dr>0. 
2° Si f(x) L£(x) sur un ra [a, b], alors 
f(x) dr ( g (2) dz. (4) 


Démonstration. En appliquant l'estimation 1° à 
la fonction g (x) — f (x) > 0, on obtient 
b 


[8 (2) —f (1 dx 20. 
Or, en vertu de la propriété 4°, 
b b b 
| [g (x) — f (2)] dx — | g (x) dr — | f(x) dz>0, 


d'où l’on déduit l’inégalité (1). M 
14e 


242 INTÉGRALE DÉFINIE { CH. VIII 
3° Pour toute fonction f (x) définie sur un intervalle [a, b] on a 


b b 
| ft) ar|< | 1 (1 az. @ 


Démonstration. En appliquant l'estimation 2° à 
la double inégalité évidente —|f(z)|<f(x) << |f(x) |, on 
obtient 


b b b 
— [rioiar< | fear< | 101 d7, 
ce qui équivaut à (2). 
Corollaire. Si |f (x)| < k sur un intervalle [a, b], alors 
b 
| f (x) àz 


En effet, l'inégalité | f (x) |  k et les estimations 2° et 3° 
entraînent 


<k(b— a). (3) 


b b b b 
fiedrk< (Gare (rdr=x | dr. 
En remarquant que 
b ñn 
| dz=lim D 1-Ar;—b—a, (4) 
a 22 4=! 


on déduit la relation (3). 


&° Si met M sont respectivement le minimum et le maximum 
d'une fonction f (x) sur un intervalle [a, b], alors 


L 
m (b—a)< | f(x) dx M (b— a). (5) 


Démonstration. Par hypothèse, pour tout z € [a, b], 
on a 


m<f(r) < M. 
En appliquant l'estimation 2° à cette double inégalité, on trouve 
b b b 
m | dr < | f(x) dr M | dr, 


a 


d'où l’on déduit (5) en tenant compte de (4). 
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2. Formule de la moyenne. 


Théorème 8.5 (théorème de la moyenne). Si une fonction f (x) 
est continue sur un intervalle [a, b], il existe un point c de [a, b] tel 
que 


b 
| FC) dz = f(0) (b—). (6) 


a 


Démonstration. La fonction j (x) étant continue sue 
[a, b], le deuxième théorème de Weierstrass affirme l’existence de 
deux nombres m et M tels que 


nn) = m<f(2)<M Rss f(x). 


Grâce à l'estimation 4° on en déduit que 
b 
m (b— a) À f (x) dr <M (b— 0), 


donc 


Posons 


b 
ÿ f(a)dz 
——— = (n<UEM). 


Le nombre u étant compris entre le minimum et le maximum de 
la fonction f (x) continue sur [a,b] 
(fig. 98), le théorème 4.10 de 
passage d’une fonction continue 
par toute valeur intermédiaire 
nous dit qu'il existe un point 
c Ea, b] tel que f (c) =u. Donc 


bd 
| f() dr 
Ve 10! 


ce qui équivaut à l'égalité (6). M 


La formule (6) s’appelle formule de la moyenne et la quantité 
f (c), valeur moyenne de la fonction f (x) sur l'intervalle [a, b]. 


Remarque. Le théorème de la moyenne admet l’interprétation 
géométrique suivante : l'intégrale définie d’une fonction f (x) > 0 
est égale à l’aire du rectangle de hauteur f (c) et de base b — a. 
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$ 6. Intégrale à borne supérieure variable 


Jusqu’alors nous avons étudié l'intégrale définie avec des 
bornes d'intégration a et b fixes. Si par exemple la borne supérieu- 
re d'intégration varie dans les limites de [a, b], l'intégrale prend 
des valeurs différentes. Autrement dit, une intégrale dont la borne 
supérieure est variable est une fonction de cette borne. 

x 


Considérons l'intégrale | f(t) dt *)(a<zr<b) où la borne 


a 
inférieure «a est fixe et la borne supérieure x, variable. Cette inté- 
grale est fonction de sa borne supérieure x. Désignons cette fonction 
par ® (x), c'est-à-dire posons 


4 x 
D (x) = | f@dt (1) 
7, et appelons-la intégrale à borne 
Ex) supérieure variable. Géométrique- 
F ment, la fonction ® (x) représen- 
7 te l'aire du trapèze curviligne 
e a x b ‘?t hachuré sur la figure 99. 


Le théorème suivant nous 
Fig. 99 donne la valeur d’une intégrale 
à borne supérieure variable. 


Théorème 8.6. La dérivée d'une intégrale d'une fonction continue 
par rapport à la borne supérieure d'intégration existe et est égale à 
la valeur prise par l'intégrant au point égal à la borne supérieure, 
autrement dit 


@(3= (f1(@ à) =f(. @ 


Démonstration. Considérons une valeur arbitraire 
x CE la, b] et donnons-lui un accroissement Az = 0 tel que z + 
+ Az €la, b]. La fonction ® (x) définie par (1) prend alors la 
valeur 
x+Ax 


D(r+ Ar) = | f(b) dt. 


D'après la propriété 2° de l'intégrale définie (cf. $ 4), on a 
x x+Ax x+Ax 


d+an= [rat | jHa=v(a+ | far. 


a x 


*) z étant la borne supérieure d'intégration, on a désigné la variable 
d'intégration par t. 
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D'où l’on déduit l'accroissement de ® (x): 
x+Ax 
D(z+ Az) — D (x) — | f (tb) dt. 
Le théorème 8.5 nous donne 


O (x + Az) — D (x) = f (c) Az, 


où cest compris entre x et z + Az. Divisons les deux membres de 
cette égalité par Az: 
D(z+Ar)— © (x) 
Az 


= f (c). 


Si maintenant Az —+ 0, alors c + x et f (c) — f (x) en vertu de 

la continuité de f (x) sur [a, b]. Si donc on fait tendre Az vers 0 
dans la dernière égalité, on obtient 

: O(z+Az)—O© (x) 

Nue âz 


où D'(z) =/f(x). 


On a ainsi démontré que toute fonction f (x) continue sur 
[a, b] possède sur cet intervalle une primitive et de plus la fonction 
© (x) est une primitive de f (x). Comme toute autre primitive de 
f (x) diffère de © (x) d'une constante additive (cf. théorème 7.1), 


on a la relation suivante entre intégrale définie et intégrale indé- 
finie : 


= lim f(c)=limf(c)= f(x) 
àâx—0 cæx 


fitmdre (joa+c, 
où C est une constante arbitraire. 


$S 7. Formule de Newton -Leibniz 


Le calcul des intégrales définies par une méthode basée sur 
la définition de l'intégrale par une somme intégrale soulève en 
principe de grosses difficultés. Il existe une méthode de calcul 
des intégrales définies plus commode qui, on le prouvera plus 
bas, utilise la relation établie au $ 6 entre l'intégrale définie et 
l'intégrale indéfinie. 

On a montré plus haut qu'une fonction f (x) continue sur un 
intervalle [a, b] possède des primitives sur cet intervalle, l’une 
d'elles est la fonction 


D (x) = | f(é) dt. 
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Soit F (x) une autre primitive de f (x) sur [a, b]. Les primitives 
O (x) et F (x) différant d’une constante, on a 


EC dt= F(x)+C, a<z<b, 


où C est une constante. En faisant x — a dans cette égalité et en 
se servant de la formule (1) du $ 4, on obtient 


[s@ at=F(a)+C. O=F(a)+C, C=—F(a), 


autrement dit pour tout xE[a, blon a 
| f(t dt= F(x)—F(0). 


En faisant x = b, on obtient la formule fondamentale du calcul 
intécral 


ff) dr = F()—F (a), (1) 


appelée formule de Newton-Leibniz. 
On convient de désigner la différence F (b) — F (a) comme 
suit : 
F(2)lè ou [F(z:)}6, 


donc la formule (1) devient 
b 
fitdr= FD. 


Signalons que dans la formule (1), pour F (x) on peut prendre 
toute primitive de f (x) sur [a, bl. 

La formule (1) fournit une méthode simple de calcul de l’inté- 
grale définie: l’intégrale définie d’une fonction continue est 
égale à la différence des valeurs prises par toute primitive de 
cette fonction aux bornes supérieure et inférieure. Cette formule 
offre de riches possibilités pour le calcul des intégrales définies 
en ramenant ce dernier au calcul de l'intégrale indéfinie qui a 
été suffisamment bien étudiée. 

Considérons des exemples. 

b 


. bd 
1. | sinzdr— —cosxz| —= cos a — cos b. 
a 
a 
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2. À (322.1) dr = [a — r]2 — (23 — 2) — (05 — 0) — 6. 


Æ=inzf=in2—Ini=In2. 


Î 
F  d 1 
4. [= Ar t&z| = Are tg 1— Arc tg(—1)= 


= 


3: 
". dz = _— — 
5. Vis = (z+7y1 +) = In (3+ y 10). 


Remarque. La formule de Newton-Leibniz a été établie sous 
l'hypothèse que l’intégrant f (x) soit continu. Cette formule a lieu 
pour les fonctions discontinues moyennant certaines conditions. 
h. 


$ 8. Changement de variable 
dans l'intégrale définie 


Théorème 8.7. Soit f (x) une fonction continue sur un intervalle 
[a, b]. Si une fonction x = @ (t) 

1) admet une dérivée œ’ (t) continue sur un intervalle {x, fl]; 

2) prend ses valeurs sur l'intervalle [a, b]; 

3) (x) — a, p(B) = b (fig. 100), alors 


b p 
fra@ar- [ftp (9 de. (1} 


Démonstration. La formule de Newton-Leibniz nous 
donne 
b 
| f(æ)dr--F(b)—F (a), 
où F (x) est une primitive de 
f (x) sur [a, b]. Considérons la 
fonction composée ® (t) —F[ (t)] 
sur l'intervalle [œ, B]l. La règle 
de dérivation d’une fonction 
composée nous donne: 
D" (#) = Fo ()] (4) = Fig 400 
= flo ()]p (). 
I1 s'ensuit que la fonction © (t) est une primitive de la fonction 
f [œ (t)] +’ (t) continue sur [«, B], donc en vertu de la formule de 
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Newton-Leibniz, 
B 
À É Le (1 @' (6) dt =D (6) — D (0) = F [p (B)N — F [p (a)] = 


b 
= F()—F()= | f(x) dr. 


Ce qui prouve la formule (1). 


La formule (1) s’appelle formule de changement de la variable 
(sous-entendu d'intégration) ou formule de substitution dans l’inté- 
grale définie. 


Remarque 1. Si dans le calcul d'une intégrale indéfinie par un 
changement de la variable x en f il faut ensuite revenir à l’ancien- 
ne variable x, ceci est inutile dans le calcul d’une intégrale définie, 
car il faut trouver maintenant un nombre, qui en vertu de la 
formule prouvée, est égal à la valeur de chaque intégrale envisa- 
gée. 

1 
Exemple 1. Calculer | y 1— 72 dx. 
() 
Solution. (Considérons la substitution zx = sint, 


0<Li< . Vérifions la légitimité de cette substitution. 


Primo, la fonction f (x) = V1 — z° est continue sur [0, 1]; 
secundo, la fonction x = sin t est dérivable sur [0, x/2] et x; — 
= cos { est continue sur [0, x/2]:; tertio, la fonction z = sint 
prend ses valeurs sur l'intervalle [0, 1] et de plus z (0) = 0 et 
x (x/2) = 1. Cette substitution satisfait donc à toutes les con- 
ditions du théorème 8.7. En appliquant la formule (1) on obtient 


1 x/2 x/2 
fyT-æ#a- | V T—sint cos t dt = | cos? à dt — 
U 0 0 


; x/2 
19 
9 | (1 + cos 2t) dt=—. 
0 
Remarque. Avant de se servir de la formule (1) il faut bien 
s'assurer que toutes les conditions du théorème sont remplies. 


Si ces conditions sont violées, on risque d'obtenir un faux résul- 
tat. 


EL 9 


Exemple 2. Calculer | az. 


(] 


$ 9] FORMULE D'INTEGRATION PAR PARTIES 219 


Solution. On a 


Par ailleurs, 


Ta EL d T 


{az dz L dr 
= | sin? r+cos®r | cosr(1+tg?z) 
0 0 0 


La substitution tg x = t nous conduit formellement au résultat 
suivant : 


A 


T 


[ dz = (9 d (tg x) si dt —0 
à d A+teiz ou 1402 7 
0 


Ce résultat est faux, puisque x = 0. La cause en est que la fonction 
t = tg x est discontinue pour x = x/2 et ne satisfait pas aux con- 
ditions du théorème 8.7. 


$ 9. Formule d'intégration 
par parties dans l’intégrale définie 
Théorème 8.8. Si u (x) et v (x) sont des fonctions continues sur 
un intervalle (a, b], alors 

b , à 
| udy = uv) _— | v du. (1) 

a : a 
Démonstration. La fonction u(x)v(x) étant une 


primitive de [u (x) v (x)}° = u (x) v’ (x) + v (x) u’ (x), la formule 
de Newton-Leibniz nous donne 


b 
Ê Eu Go) v' (+ v (au ()} dz = [ue (2) v (a). 
En appliquant la propriété 4° des intégrales définies (cf. $ 4) 
on trouve 
b 
| u (x) v’ (x) dx + 


v(r)u’ (x) dr = [u (x) v(x)f?, 


Qu) > 


ou, ce qui est équivalent, 
b b 
b 
| u du + | v du == uv| : 
Los 
a a 


d’où l'on déduit la formule (1). 5 
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La formule (1) s'appelle formule d'intégration par parties dans 
l'intégrale définie. 


Exemple 1. Calculer | Inz dr. 


Solution. Posons u—1nzx, du=—dz; d'où du= +, U—= ZX 
et la formule (1) nous donne 


e [4 
Inxdr=zinx| —\ x EC frlnr— re = 1. 
kR ue a 
1 


2 
Exemple 2. Calculer | ze’ dx. 


1 
Solution. Posons u — zx, dv —e* dz; d’où du = dx, 
v — e* et d’après la formule ({) 
2 2 
| ze dz= ze |i— | e dx = [e* (x —1)}° — 
1 1 


1 
Exemple 3. Calculer | Arc tg x dx. 
0 


Solution. Posons u— Arctgz, du = dx; d’où =; 
v—z et la formule (1) nous donne 
1 1 
d 
| Arctgzdr— -zArctgz| | 5 - 
) 0 
=[zArctgs-+im(t+z | =——In V2. 


$ 10. Quelques applications physiques 
et géométriques de l’intégrale définie 


1. Aire d’un trapèze curviligne. Soit donnée dans le plan Oxy 
une figure limitée par un intervalle {a, b] de l'axe Or, les droites 
z = 4a,zx — bet la courbe représentative d'une fonction y = f (x) 
continue et positive sur [a, b]. Cette figure est un trapèze curvi- 
ligne dont l'aire s peut être calculée à l'aide de la formule 


b 
= (f(x. (1) 

a 
Démonstration. Divisons arbitrairement l'intervalle 
[a, b] en n parties par les points a = << <...< 
< Tu <<... Lt, = b, prenons un point E; dans chaque 
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intervalle partiel [zx;., z;] et considérons la figure étagée 
(fig. 101). L'aire s du trapèze curviligne est approximativement 
égale à celle de la figure étagée : y 


sæ )) f(E) Ar, 
ini 


où At; = x — x; Il est natu- 
rel d'admettre que l'aire de la 
figure étagée tend vers celle du 
trapèze curviligne lorsque À — 
— max {Az;} tend vers 0. Par 
1<i<n x0= : b=x 
ailleurs, l’aire de la figure étagée OMG ER 2 Ki4f Ki Ann 0 
est la somme intégrale de l'inté- Fig. 101 
grale (1). La fonction f (x) étant 
continue sur [a, b], cette somme admet lorsque À —+ 0 une limite 
qui est égale à l'intégrale définie de la fonction f (x) sur [a, bl. 
Donc l’aire s du trapèze curviligne est numériquement égale à 
l'intégrale définie de la fonction f (x) sur {a, b]: 


N 


KN & 


LC 
LT 


n bd 
s= lim 2 f (E) A, = f(x) dr. 


Ainsi l'intégrale définie d'une fonction f (x) continue et positive 
sur [a, b] est numériquement égale à l'aire du trapèze curviligne de 
base [a, b] limité par la courbe représentative de la fonction 
y = f (x). Ceci est la signification géométrique de l'intégrale définie. 


Fig. 102 Fig. 103 


Exemple 1. Trouver l'aire de la figure limitée par la courbe 
y = 2%, & >> 0, la droite x = 1 et l'axe Ox (fig. 102). 

Solution. La formule (1) nous donne 

1 
s= | x dr — 

Si &« = 1, alors s = 1/2; si &« — 2, s — 1/3, etc. 

Supposons que la figure est limitée en bas et en haut par des 
courbes y = f, (x) et y = fa (x), f1 (T) fe (x), az b (fig. 103), 


22 +1 1 À 
a+1 lo a+i 
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où f,(z) et f,. (x) sont des fonctions continues. Si les deux 
fonctions sont positives, l'aire s de cette figure est égale à 
la différence des aires des trapèzes curvilignes limités par les 
courbes y = f, (x) et y = f, (x). Donc 


b b bd 
=frt@dr- (aa ((£G@-At@az @ 


Remarquons que la formule (2) est valable aussi lorsque f, (x) 
et f, (x) ne sont pas positives. En effet, ces fonctions étant bornées, 
il existe un nombre k >> 0 tel que les fonctions f? (x) = f, (x) + 
+ h, f(x) = fa (x) + h sont positi- 
ves et l’on a l'égalité évidente 


© 


À 18 ()— ft (a)] dx = 


bd 


”] La (2) —fi GO) dz. 


Exemple 2. Calculer l'aire de 
la figure limitée par les courbes 
y =f (x) = zx et y = f2 (x) = 
—2 — 1° (fig. 104). 

Fig. 104 Solution. Trouvons les 
abscisses des points d'intersection 
de la droite y = x et de la parabole y = 2 — x°. La résolution 
du système d'équations 
y=T, 
y—=2—1 


nous donne z, = —2, x, = 1. Ces valeurs sont les bornes d'inté- 
gration. D'après la formule (2) l'aire cherchée est : 
1 


1 
= (GA 1 dr= [10-29 — 7 dr = 
2 


22 
z z? 7 9 
=[2-5-T5] =. 
Remarque. Pour calculer l'aire d'un trapèze curviligne dans 
le cas où la courbe est définie paramétriquement par les équations 
z=p{t), y =vt(t), tElx, BI, p(a) = a, (8) = b, il faut 
faire le changement de variable x = œ (t), dx = œ° (t) dt dans la 
formule (1). On obtient alors 
B 


= [pt pt ar. 
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Exemple 3. Calculer l’aire de l’ellipse 


Pure 


y=bsint, Veieer 


Solution. L'ellipse étant symétrique par rapport aux 
axes de coordonnées, il suffit de calculer l'aire de la figure située 


LR: 


Fig. 105 Fig. 106 


dans le premier quadrant (fig. 105). L'’aire cherchée est donc égale à 


0 7/2 
S = 4 | bsin {(acost)’ dt — 4ab | sin? { dt — 
x/2 0 
7/2 


— 2ab | (1 — cos 25) dt = 2ab [| t——+ sin 2 | = rab. 
0 


Si, en particulier, a = b — À, on obtient la formule classique 
de l’aire du cercle: xAR:°. 


2. Aire d’un secteur curviligne. Soit 42 une courbe d’équation 
polaire p = p (p), « < p < BP, la fonction p (p) étant continue 
et positive sur [æ«, BJ]. On appellera secteur curviligne la figure 
plane délimitée par la courbe AB et les deux rayons faisant les 
angles & et B avec l’axe polaire (fig. 106). L'aire s du secteur cur- 
viligne est 

B 
1 


S= + | p? (p) dy. (3) 


Démonstration. Divisons arbitrairement l'intervalle 
(x, Pl en nr parties par les points « = p_< mp <<... 
ee LP PL... << Pn = B, choisissons un point arbi- 
traire E; dans chaque intervalle partiel [q;., œ:l et construisons 
des secteurs circulaires de rayons p (E;). On obtient une figure en 
forme d’éventail dont l’aire est approximativement égale à l'aire s 
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du secteur curviligne : 


n n 
sæ Di p?(E) Ag, 
ia 


où Ag; = p; — Ps. L'aire de la figure en éventail est égale à 
la somme intégrale de l'intégrale (3). La fonction p*° (q) étant 
continue sur l'intervalle [æ, Bl, cette somme admet lorsque 
À= max {Aœp;} +0 une limite qui est égale à l’intégrale (3). 
1<i<n 

Donc l’aire du secteur curviligne 
est numériquement égale à cette 
intégrale définie: 


i | n 
s— 7 lim 2 p° (Go) Au = 


B 
= 7 [P°(ç) do. 1 
œ 
Fig. 107 Exemple 4. Calculer l'aire de 
la figure délimitée par l'axe 
polaire et la première spire de la spirale d’Archimède: p = a, 
où a > 0 est un nombre (fig. 107). 
Solution. Lorsque y varie entre 0 et 2x, le rayon polaire 
parcourt la courbe délimitant le secteur OABC. La formule (3) 
nous donne 


2n 
a? ai q|2x a? 8x? 4 
soanc = + | pdp= + S É 
0 


La distance du point C au pôle est égale à p = 2xa. Donc 
l’aire du cercle de rayon OC est n-OC? = 4n°a* — 3.+ na? — 


— 3suagc, C'est-à-dire que l’aire de la figure délimitée par l’axe 
polaire et la première spire de la spirale d’Archimède est égale à 
1/3 de l'aire du cercle de rayon égal au plus grand rayon polaire 
de la spire. Ce fait a été établi par Archimède. 


3. Longueur d’un arc de courbe. Soit AB une courbe plane 
d'équation y = f (x), x € la, b], où f (x) est une fonction continue 
sur [a, b]. Divisons la courbe AB en n parties arbitraires par les 
points À = M,, M,,..., M;, M;,..., M, = B dans le sens 
de À vers B. En joignant les points voisins par des cordes, on 
obtient une ligne polygonale dont on désignera la longueur par P 
(fig. 108). Désignons par /; la longueur du segment W;,M; de 
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Définition. On dit qu'un nombre L est la limite des longueurs P 
de lignes polygonales lorsque p — 0 (L = lim P) si pour tout 


ji 00 


£e > 0 il existe un Ô >> 0 tel que 
IL—P]|<e 


pour toute ligne polygonale telle que u << 6. 
Si cette limite existe, on l’appelle longueur de l'arc AB. 
Si une fonction f (x) est continue avec sa dérivée f” (x) sur un 
intervalle [a, b], la longueur L 
de l’arc AB est donnée par la Ÿ 
formule 


b 
L=(VI+FG@ dr. () 


Démonstration. Deé- 


signons par (z;, f (ti)) les coordon- C 
nées du point M;. Pour les abs- 
cisses de ces points on a donc:  O'a=xçx:x; x, ,X, x 


OS | 


nn Fig. 108 
ns ET etes Li 0: 


La longueur /; d’un segment de ligne polygonale est alors égale à 


= V(i-zi)+ (fm) — fm) 
D'après la formule de Lagrange 
Ê (ti) — f (tin) = Ÿ (Ei) (is — Tin), tin Ki Ki. 
Donc 
l; = V1 + f'?(6) Ar, Axi=zx;—-zx;.. 
Et par suite la longueur de la ligne polygonale est 
P == > L= À V 1-+ f2(E) Az. 
it =] 
Le second membre est la somme intégrale de l'intégrale (4). La 
fonction V1 + f'* (x) étant continue sur [a, b], cette somme admet 
lorsque À — max {Ax;} —+ 0 une limite qui est égale à l'intégrale 
1<i<n 
définie (4). Puisque À < u*), on a À — 0 lorsque u —+ 0. Donc 
n b 
L=limP=lim à | 1+/f7(E) Ar; = \ VT-f2( dr. 


u—0 ÀA—0 = | ; 


*)1, = J/(Az) + (An), d'où | Am | <l. 
15 —01561 
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Exemple 5. Rectifier l’arc de parabole semi-cubique y == x°/? 
pour zx € [0, 5] (fig. 109). 


Solution. On a y’ = Sn. Donc la formule (4) nous 
donne 


[vase | re aret (ei 


0 


Remarque 1. Pour rectifier un arc dans le cas où la courbe AB 
est définie par des équations paramétriques x = @ (t), y = 1 (t), 


4 


Fig. 109 Fig. 110 


a St< $B, où « et B sont les valeurs du paramètre t correspon- 

dant àxz = aet x = b, c'est-à-dire a = œ (&), b = œ (B), il faut 

effectuer le changement z = œ (t), dx = ®” (t) dt dans la formule 
b 


— | V1+7y?(x) dr. On obtient alors 


a 


= [TG (14 0) vw dt 


V'?20&)+ #26) dé. (5) 


Rx 


Exemple 6. Rectifier une arche de cycloïde *) x = a (ft — sin t), 
y = a(i — cost), tE[0, 2n] (fig. 110). 

Solution. On a (tb) =a(i — cost), ÿ’(t) = asint. 
Lorsque x parcourt l'intervalle [0, 2xa], le paramètre { parcourt 


*) La cycloïde est la trajectoire d’un point M d’un cercle de rayon a 
roulant sans glisser sur une droite. 
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l’intervalle [0, 2x]. La longueur cherchée est donc 
271a 27 
L= | Vi+y?@dz= | Vo (+20 di 
t 0 


0 


27 27H 
= | a V (1— cost} + sin? t dt — 2a sin + dé =- 
Ù 0 L 
= —4acos + [= 84. 
2 lo 


Remarque 2. Pour rectifier un arc dans le cas où la courbe 4B 
est définie par une équation polaire p — o (œ), @ E la, BJ, où 
p () admet une dérivée p” (@) continue sur læ, f] et les points À 
et B correspondent aux valeurs & et ff de ®, il faut passer des 
coordonnées polaires [cf. chap. 3, $ 3, formule (1)] aux coordon- 
nées cartésiennes. La courbe AB est alors définie par les équations 
paramétriques zx = p (@) cos @, y = p (ç) sin p, q E [x, B] (p est 
le paramètre). Comme 


z' (p) = p°” (y) cos p — p (y) sin y, 
y" (q) = p° (œ) sin q + p (œ) cos y, 
la formule (5) devient 


B 
L= | Vo to) +67) de. (6) 


Exemple 7. Rectifier la première spire de la spirale d’Archi- 
mède: p — ap (fig. 107). 
Solution. L’angle o varie entre 0 et 2x. Donc d’après la 
formule (6) 
27 27 
L= Î V ap? + a? dp—a | Vp+tdp= 
0 


0 
a[a V4 +14 in (2n+ Ver) |. 


4. Volume d’un solide de révolution. Soit f (r) une fonction 
continue et positive sur un intervalle {a, b]. Le volume du solide 
engendré par la rotation autour de l’axe Oz du trapèze curviligne 
limité par le graphique de la fonction y = f (x) est: 

b 
v=x | f* (x) dx (7) 
a 

Démonstration. Divisons arbitrairement l'intervalle 

(a, b] en nr parties par les points a = 1 <<, <<... 


15e 
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LT LT LL... <Lrn = bd. Construisons un rectangle 
sur chaque intervalle partiel {xz;_,, x;] (fig. 111). Chaque rectangle 
engendre un cylindre en tournant autour de l'axe Ox. Trouvons 
le volume du cylindre à engendré par la rotation du rectangle 
PMNAQ : 

V; = n° (ti) Ati, 


où AZ; = Li — Li. 
La somme des volumes des 7 cylindres est approximativement 
égale au volume du solide de révolution engendré: 


C4: 


VÆ& 


nf? (ti) Ati. 


C3 


Par ailleurs, cette somme est la somme intégrale de l'intégrale 
(7). La fonction f° (x) étant continue sur [a, b], elle admet lorsque 


l 
| 
Ù 
I 
Û 
I 
| 
! 
1 4 


Fig. 141 


À = max {Azx;} > 0 une limite égale à l'intégrale définie (7). 
1<i<n 
Donc 


n b 
v= lim > nf (x;-) Ar; =n | f(x) dr. 
Feb a 


Exemple 8. Calculer le volume du tore. (Le tore est le solide 
engendré par un disque de rayon a tournant autour d'un axe 
contenu dans le même plan et situé à une distance b >> a de son 
centre.) 

Solution. Supposons que le disque tourne autour de l'axe 
Oz (fig. 112). On peut se représenter le volume du tore comme la 
différence des volumes engendrés par les trapèzes curvilignes 
ABCDE et ABLDE en tournant autour de l'axe Oz. 

Le cercle LBCD a pour équation 


a + (y — 0} = à, 
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la courbe BCD, 
y=y(r)=b+ Var, 
la courbe BLD, 
y=y(r)=b—Va—xe. 
La formule (7) nous donne le volume v cherche: 


a 


v—2r | y dr—2n | y dr = 27 [ (y? — yi) dx — 
0 0 0 
AL ( [(b+ y a—2) —(b—7y a— x°)°] dr — 
0 


— 8rb | V'a2— 1° dx = 2n°a°b. 
0 


5. Aire d’une surface de révolution. Soit / (x) une fonction 
positive et continue avec sa dérivée première sur un intervalle 
[a, b]. L’aire P de la surface en- 
gendrée par la courbe représenta- 
tive de ÿ (x) en tournant autour 
de l’axe Ox peut être calculée 
par la formule 

b 


P=2n fHV1+ f'?(x) dr. (8) 


CN 
«a 


Démonstration. Divi- 
sons arbitrairement l'intervalle 
[a, db] en nr parties par les 
points a = TI LT LT ... 
LL: LT LL... LTn = 0. Soient À,, À,, À, | 
+ Ai sy Ai, + «+ +, A, les points correspondants de la courbe. 
Construisons la ligne polygonale 4,, 4,, 4,, ..., A, (fig. 113). 
En tournant autour de l’axe Oz, cette ligne engendre une surface 
composée des surfaces latérales de troncs de cône (cylindre). 
L’aire de la surface latérale d'un tronc de cône (cylindre) engendré 
par la révolution du segment à de la ligne polygonale est égale à 


27 JG@i-0+1œ0 l; où l; est la longueur de la corde À4;_,4;, 


c'est-à-dire 


= Vi) + 1f() —f (i-D)P. 
La formule de Lagrange nous donne 
f(x) — f(rin) = Ÿ (6) (mi — tin), tin KE < zi. 
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En posant r; — x; = Ax;, on trouve 
L=V1+f2(6) Ar. 


Ainsi l’aire P de la surface de révolution est approximativement 
égale à l’aire de la surface engendrée par la révolution de la ligne 
polygonale : 


Pre D 2 LE TER V T ft) Ar. 
i=1 


Représentons cette expression par les deux sommes suivantes: 
n 
PÆ 21 2 1) Vi- f2(E:) Az: + 
i= 


+a{T 1-1 E))+ 0 EN VIF Er}. O 


La première somme du second membre est la somme intégrale de 
l'intégrale (8), puisque f(x) V1 + f'?(z) est continue et 
—= max {Azx;} 0. Montrons que l'expression entre accolades 
1LiSn 
tend vers 0 avec À. En effet, la fonction f (x) étant uniformément 
continue sur [a, b], le théorème de Cantor nous dit que pour tout 
g > 0 il existe un Ô > 0 tel que |f(x:1) — f(Ë) | Le et 
| f (xi) — f (Ë:) |  e pour À << 6. Si l’on désigne par Àf le maxi- 
mum de la fonction V 1 + f’? (x) sur l'intervalle [a, b], l'expression 
entre accolades admet la majoration suivante pour À < 6: 


OÙ LG Gr — 1 En) + (1 —1 ENV TH FFE ani < 


n 


<2Me à Az; =2M (b—a)s. 
1=1 


Le nombre € étant arbitrairement petit, il s'ensuit que cette 
expression tend vers Ü avec À. 
Donc, en faisant tendre À vers 0 dans (9), on obtient 


b 
P=2n | f(&@)V1=f?(x) dr, 


c'est-à-dire la formule (8). M 


Remarque. Si la surface est engendrée par la révolution autour 
de l'axe Ozx d’une courbe AB d'équations paramétriques 
z =œ(t}), y =v(t),tE la, BI, où à (> 0, y (t) varie entre a et b 
lorsque t varie entre & et B, @ (x) = a, q (B) = b, alors la subs- 


$ 10] QUELQUES APPLICATIONS DE L'INTÉGRALE DÉFINIE 231 
titution x = œ (t) dans l'intégrale (8) nous donne 


B 
P=n | +9 Voir a. (10) 


Si enfin la courbe est définie en coordonnées polaires par 
l'équation p = pp), æEla, BI, où p() admet une dérivée 
continue sur [æ, Pl, on se ramène, comme indiqué au n° 3, à une 
courbe définie par les équations paramétriques z = p (ç) COS ®, 
y = p (p)sin y, qç E læ, Pl, et la formule (10) devient 

B 
P=2x | p () sin q Ve? (g) +p"2() dy. 


œ 


Exemple 9. Calculer l'aire P de la zone sphérique engendrée 
par le demi-cercle f (x) = VR — 2, -R<a<r<b<R 
en tournant autour de l’axe Or. 

Solution. La formule (8) nous donne 

b a —_ b 


P= LE ds=2n | Rdr= 


a 


2rR (b—a)=2rRh, 
où À est la hauteur de la zone. 


Exemple 10. Calculer l’aire P de la surface engendrée par une 
arche de cycloïde x = a (t — sint), y = a (1 — cost),t € [0, 2x1, 
tournant autour de l’axe Oz. 

Solution. La formule (10) nous donne 


27 
P=2n \ a (1— cost) V (a sin t)?+ (a (1 — cos t)}? dé — 
0 


— 2 V 2 ra? na. 


A 
(1 — cos t)*/* dt — _ 


Cm ; 


6. Travail d’une force variable. Les problèmes liés aux appli- 
cations géométriques de l'intégrale définie, qui ont été envisagés 
plus haut, ont été résolus par la même méthode: la quantité 
cherchée a été représentée approximativement par une somme 
intégrale, puis sa valeur exacte a été déterminée sous forme d in- 
técrale par passage à la limite. Cette méthode permet d'aborder 
de nombreux autres problèmes de mécanique, de physique et de 
technique. Calculons à titre d'exemple le travail d'une force 
variable. 

Supposons qu’un point matériel se déplace sous l'action d'une 
force variable dirigée suivant l'axe Or et dépendant de x. On 
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demande de déterminer le travail À fourni par la force F lorsque 
le point matériel se déplace sur l’axe Ox d'un point x = a à un 
point x = b (a < b). La fonction F (x) est supposée continue sur 
l'intervalle [a, b] (fig. 114). 

Divisons arbitrairement l’intervalle [a, b] en n parties par 
les points a = TL T<t LL... LT LT LL... LTIn = 
— b. Choisissons dans chaque intervalle partiel [x;_.,, x;l un point 
arbitraire E;. La force qui agit sur le point matériel varie d'un 
point à l’autre de l'intervalle [z;,, zx;l. Mais si l'intervalle 


O d=XoX, Yo XX, X,=b x 


Fig. 114 Fig. 115 


[xz;_,. xl est petit, la force prend sur cet intervalle des valeurs 
qui diffèrent peu de celle prise en E;, puisque F est continue. Donc 
on peut considérer que le travail À; de la force F sur [x;_,, xil 
est approximativement égal au travail d’une force constante 
F (£;) sur le même intervalle, soit 


À ; = F (Ë:) Ax:. 


En raisonnant de même pour chaque intervalle de la subdivi- 
sion, on trouve que la valeur approchée du travail À de la force F 
sur l'intervalle tout entier est 


Az Ÿ F(E)Ar:. 
i= | 


La somme du second membre est la somme intégrale de la fonction 
F (x). La fonction F (x) étant continue sur [a, b], cette somme 
possède lorsque À — max {Az;} —+ O0 une limite égale à l’inté- 


1<SiS<n 
grale définie de la fonction F (x) sur l'intervalle [a, b]. Donc 
n b 
A=lim ÿ F(E)Ar;,— | F(x) dr. (11) 
A0: , J 


Exemple 11. Déterminer le travail À nécessaire pour lancer 
un solide de masse m à une altitude À (fig. 115). 
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Solution. Désignons par F la force d'attraction de la 
Terre. Soit m, la masse de la Terre. D'après la loi de Newton 


L mmt 
F er G zx? 9 


où z est la distance du solide au centre de la Terre. En posant 
Gmm, = K, on obtient F (x) = K/x, R£r<h+R, où R 
est le rayon de la Terre. Pour x — R la force F (R) est égale au 
poids P — mg du solide, c'est-à-dire que X/R° — P, d'où À — 
— PR* et F (x) — PR*/x*. La formule (11) nous donne donc 


R+h ra 1 IR+A PRb 
A=— ( F(x)dr=PR? | = —PRE | = . 
R k 


$ 11. Intégrales impropres 


En introduisant l'intégrale définie comme la limite de sommes 
intégrales, nous avons admis que l'intervalle d'intégration était 
fini et l'intégrant, borné sur cet intervalle. Si l’une au moins de 
ces conditions n'est pas remplie, la définition de l'intégrale n'a 
plus de sens. C'est ainsi que si l’intervalle d'intégration est infini, 
on ne peut le subdiviser en n parties de longueur finie et si l’inté- 
grant est infini, sa somme intégrale ne peut tendre vers une limite 
finie. [Il n'empêche toutefois que la notion d'intégrale définie 
peut être étendue à ces cas. Cette généralisation nous conduit à 
la notion d'intégrale impropre. 


1. Intégrales impropres à bornes d'intégration infinies. 
Définition. Soit f (x) une fonction définie sur un intervalle 
[a, + et intégrable sur tout intervalle [a, AR], c'est-à-dire 
R 


qu'existe l'intégrale définie ( Î (x) dx pourtout R >> a. La limite 
finie ° 

R 
lim |f(x)dz, (1) 


R— +00 


si elle existe, s'appelle intégrale impropre de première espèce et 


se note 
+ oo 


| f@dz. (2) 


Ainsi par définition 
+00 R 
À f(x) dr = lim | f() dx. 
R— +00 


a a 
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Dans ce cas on dit que l'intégrale (2) existe ou converge. Si 
la limite (1) n'existe pas ou est infinie, on dit que l'intégrale (2) 
n'existe pas ou diverge. 

Par analogie à l'intégrale (2), on envisage l’intégrale impropre 
sur l'intervalle ]—co, bl]: 


b 


f(æ)dr = lim [ f(x) dr. (3) 
" R 


—00 


a 


Enfin l'intégrale impropre à bornes infinies peut être définie 
par la somme d'intégrales (2) et (3), c'est-à-dire que 


+ C + 
jf@are [f(@ar+ ( ft dr, (4) 


où cest un nombre arbitraire, sous réserve que les deux intégrales 
du second membre existent. 

Etablissons la signification géométrique de l'intégrale im- 
propre de première espèce. Soit f (x) 0. L'intégrale définie 


She m—m————— 


Fig. 116 Fig. 117 


jf (x) dx exprime alors l’aire du domaine délimité par la courbe 
a 

représentative de la fonction f (x), l'axe Ox, les droites x = a 
et x — R. On admet naturellement que l'intégrale impropre 
+00 


| 7@) dz exprime l'aire finie d'un domaine infini délimité 


par la courbe représentative de f (x), l’axe Oz et la droite x = a 
(fig. 116). Les intégrales (3) et (4) admettent une interprétation 
analogue. 

Voyons quelques exemples de calcul des intégrales impropres 
de première espèce. 
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R 
Exemple 1. | = lim \ Jim Arctgz|0— 
0 


0 LH Retoo J FI Re to 
: TI 
— lim ArctgR——, 
2 
R— +00 
c'est-à-dire que cette intégrale converge. 
+00 R 
Exemple 2. | cosr dr = lim | cos r dr lim sinz|o = 
| | 0 0 
— lim sin À. 
R=— +00 


Cette intégrale diverge puisque la fonction sin R ne possède pas 
de limite lorsque R —— +co. 
+o 0 +o0 


Exemple 3. | e* dx = | e* dr + | e* dx. 
-œ -œ 0 
Cette intégrale diverge, puisque 
+oo R 
\ e* dr — lim | e*ar= lim e*|5— lim (e8R—1) = . 
. R— +00 . R—+5% R+> 


Exemple 4. | Les , où æ est un nombre. 
T 


1 
1) Si «1, on a pour tout R>0 


d dz zi-a |R ,.. Ra; = pour a> 1, 
im fe lin | = lim = 1e 
Ræ+o + Z R- +00 R=+: | co pour a<<f{. 


2) Si a—1, on a pour tout R>0 
R 


lim [== lim Inx|f— lim InR—oo. 


Donc cette intégrale converge pour « > 1 et diverge pour a< 1. 
On remarquera que le calcul de ces intégrales impropres est 
basé sur leur définition. 


2. Intégrales impropres de fonctions illimitées. 

Définition. Soit f (x) une fonction définie sur un intervalle 
[a, b[. On dit que le point x — b est singulier si la fonction f (x) 
est infinie dans tout voisinage de ce point et bornée sur tout in- 
tervalle [a, b — €] contenu dans [a. bl (fig. 117). Supposons que 
la fonction f (x) est intégrable sur tout intervalle [a. b — el, 

be 
c'est-à-dire qu'existe l'intégrale définie \ () dx pour tout 
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e >> 0 tel que b — € >> a. Alors la limite finie 
b-e 


lim | f(x) dz, (5) 


e-0+ 
a 


si elle existe, s'appelle intégrale impropre de seconde espèce et se 
note 


bd 
| f (2) de. (6) 


On dit alors que l'intégrale (6) existe ou converge. Si la limite 
(5) n'existe pas ou est infinie, on dit que l'intégrale n'existe pas 
ou diverge. 

De façon analogue, si x — a est un point singulier, l'intégrale 
impropre se définit de la manière suivante: 


b 


Î 14e) 4e = lim | f(x) dr. 
À E-b+ 


Si la fonction j (x) est infinie au voisinage d'un point intérieur 
cEla. b}, on convient par définition 


b c 
| rt dz= ICT TETS 


sous réserve qu existent les deux intégrales du second membre. 

Enfin. si a et b sont des points singuliers et si les deux inté- 
grales du second membre existent, l'intégrale impropre se définit 
comme la somme 


f(x) dx, 


a. 


(iadr= | rt a2+ 


a 


où c est un point quelconque de Ja, bl. 


Exemple 5. (= , > 0 est un nombre quelconque. 
D 4 


1) SiaÆi, on a 


1 
. dr R 21-@ 
lim — = ]im 
œ d 
e-0+ » 


O0 pour œ > 1, 
pour 0<a<f. 
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2) Si &« = 1, alors 
i 
Jim | Jim Inx|; = lim (—Ine) = oo. 


e0+ J . e 0 + e-0+ 


Donc cette intégrale converge pour 0<a&œ<1 et diverge 
pour & > i. 


3. Critère de convergence des intégrales impropres. Etudions 
+ 00 


la convergence des intégrales impropres de la forme | f (x) dx. 
Théorème 8.9 (critère de comparaison des intégrales impro- 

pres). Si des fonctions f (x) et g (x), x E a, of, sont continues et 

telles que OL f (x) L £ (x), alors la convergence de l'intégrale 


+00 

| gaz (7) 
entraine celle de l'intégrale 

+ 

| (ds, (8) 


et la divergence de l'intégrale (8), celle de l'intégrale (1). 
Démonstration. Posons 
R R 
F(R) = | f(H) dr, G(R)— | g (x) dr. 


Comme 0 < f (x) < g (x) pour x > a, on a en vertu des estima- 
tions 4° et 2° (cf. $ 5) 


OSF(R)<G(R) pour R>a, (9) 


et de plus la fonction F (R) (de même que G (R)) est croissante 
sur l'intervalle [a, +oof. En effet, si a R, < R:, alors 
R:2 
\# (z) dr > 0 et par suite 
R1 

Rs 


Rs Ri R: 
F(R)= [rare | fa@ar+ (ft dr> | (ar = FR). 
u a R; a 


Supposons que l'intégrale (7) converge, c'est-à-dire que la fonction 
G (R) possède une limite finie lorsque À —+ +oo. Il s'ensuit que 
la fonction G (R) est bornée sur [a, +, puisqu'elle est croissante. 
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La fonction F (R) est aussi bornée sur [a, +oof en vertu de (9) 
et par suite elle admet un suprémum sur cet intervalle. Soit 
sup F (R) = I. Par définition du suprémum, pour tout & > 0, 
La, +of 

il existe un R,>@ tel que 0<SI—F(R,)< &e. La fonction 


F (R) étant croissante sur [a, oo, on a F(R)>F(R,) pour 
tout R > R, et par suite 0<1—F(R)<e pour R>R,. 
Donc 
|[F(R)—1]<Ee pour R>R.. 


Ce qui exprime que lim F(R) = 1, c'est-à-dire que l'intégrale 
R— +00 
(8) converge. 

Supposons maintenant que l'intégrale (8) diverge. Si l’on 
suppose que l'intégrale (7) converge, il en sera de même de l'inté- 
grale (8) d’après ce qui précède. Or ceci est contraire à l'hypothèse. 
Donc l'intégrale (7) diverge aussi. M 

Remarque. On peut formuler de façon analogue un critère de 
comparaison des intégrales impropres de seconde espèce: si f (x) 


et g (x) sont des fonctions continues sur un intervalle Ja, b] et 
si 0O<Lf(x) < £g (x) sur un intervalle Ja, a + el, alors la con- 
b 


vergence de l'intégrale leu) dr entraîne celle de l'intégrale 


a 
b 


b 
[s (x) dr et la divergence de l'intégrale | Ï (x) dx celle de l’inté- 


a 


b 
crale À g (x) dx. 


+es 

Exemple 6. Etudier la convergence de l’intégrale | 
1 
à. la fonction 


dz 
28 (1+e"x) 
: > 1 
Solution. Comparons l’intégrant HUTes 
1/22 sur l'intervalle [1, +  [. Il est évident que 


1 1 
AG+es 2: 


+0 
Or l'intégrale | : converge, puisque &œ = 2 >> 1 (cf. exemple 4). 


1 
Donc il en est de même de l'intégrale envisagée d’après le 
critère de comparaison. 


+æ ,— 
Exemple 7. Etudier la convergence de l'intégrale | = dx. 
1 
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Solution. En comparant l’intégrant JE à la fonction 


sur l'intervalle [1, + oc [, on trouve que 


4 
2V z 
1 Vz Vz 
2x z+z “1+z 
+0 


dr 


Or l'intégrale 2% diverge, puisque a=1<1 (cf. exemple 
e T PA 
1 


4). Donc il en est de même de l’intégrale considérée en vertu du 
critère de comparaison. 


&. Exemple d’application de l’intégrale impropre. Calculons 
la vitesse de libération d'un véhicule spatial. 

Nous avons calculé précédemment (cf. $ 10, n° 6, exemple 11) 
à l’aide de l'intégrale définie le travail nécessaire pour lancer un 
corps de masse m à une altitude : 


R+kh PRE 
A= | F(ndr= 2. 
R 


L'envoi d’un engin dans l’espace interplanétaire signifie que 
h — o. Calculons le travail correspondant : 


| ._.. PRh | PR 
LS bat 5 © 2 or C2 Hp 


où mr est la masse de l'engin spatial ; g, l'accélération de la pesan- 
teur terrestre (le frottement et l'attraction des autres planètes 
sont négligés). Ce travail est accompli grâce à la variation de 
l'énergie cinétique de l'engin. Donc cette énergie doit être à 
l'instant initial supérieure à ce travail, c’est-à-dire que la vitesse 
de libération v doit être telle que 

mu? 


->mgR ou v>V28R = V2-10-6 400000 m/s= 
— 1,4.8000 m/s — 11,2 km/s. 


La trajectoire du véhicule spatial est une parabole, une hyper- 
bole ou une ellipse selon que la vitesse de libération est égale, 
supérieure ou inférieure à 11,2 km/s. Dans le dernier cas, l’engin 
as soit s’écraser sur la Terre, soit en devenir un satellite arti- 
ficiel. 
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$ 12. Calcul approché des intégrales définies 


La résolution des problèmes de physique et autres implique le 
calcul d'intégrales définies de fonctions dont les primitives ne 
s'expriment pas par des fonctions élémentaires. D'où la nécessité 
d'établir des formules de calcul approché des intégrales définies. 
Voyons deux d’entre elles: la 
formule des trapèzes et la for- 
mule des paraboles. 


1. Formule des trapèzes ou de 
Poncelet. Soit à calculer l’inté- 
b 


grale [1 () dr, où f (x) est une 
a 
fonction continue. Pour alléger 
les raisonnements on se bornera 
au cas où f(x) >0. Divisons 
l'intervalle [a, b] en n parties égales par les points a = zx, < x, << 
LL LL... Lin LT Le... LTn = b et construisons n 
trapèzes rectangles en traçant les droites zx — x, (ces trapèzes sont 
hachurés sur la figure 118). La somme des aires des trapèzes est égale 
approximativement à l'aire du trapèze curviligne, c est-à-dire que 


b 
| f(x & LOTO (7, 70) + EDS (77) + . 
‘ n—1 
+ EEE (or) = (f@)+ O0 +2 3 1}. 
k=! 


où f(z,_) et f(x.) sont les bases respectives des trapèzes; 
Zn — Tr = (b — a)/n leurs hauteurs. 
On a ainsi obtenu la formule approchée 


n—1 


b 
fredre {0 +10+2 3 1(m)}. 
a R=1 


qui s'appelle formule des trapèzes ou formule de Poncelet *). 
Cette formule est d'autant plus exacte que » est grand. 


1 
Calculons à titre d'exemple l'intégrale | r* dz. La valeur 
0 


de cette intégrale s'obtient sans peine: 
3 
2dx = = 
E dr — 3 
0 
*) Poncelet Jean Victor (1788-1867), mathématicien français. 


1 
0 


1 
= = 0,3333 
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Trouvons maintenant une valeur approchée à l’aide de la 
formule des trapèzes. Soit nr — 5. On a alors a = x, = 0, x, — 
= 0,2, x, = 0,4, x; = 0,6, x, = 0,8, x, = 1 — b et respective- 
ment f(x) = 0, 1) — 0; 04, f (x2) = 0,16, f (x2) — 0,36, 

f (x4) = 0,64, f (xs) = 1. Donc 


1 


Î 2° dx {1 + 2 [0,04 + 0,16 + 0,36 + 0,64]} = ŸÉ — 0,34. 
0 


La valeur exacte étant égale à 0,3333 . .., l'erreur absolue est 
<T0,007. Cette précision suffit dans de nombreux problèmes pra- 
tiques. 
La précision croît avec n. Ainsi, par exemple, pour n = 10 
1 
2 1 9.9 Q5y_. Ort 
rtdr & {11 2.2,85} = = — 0,335, 
0 


c’est-à-dire que l'erreur absolue est <<0.002. 

Dans les cours de mathématiques supérieures plus complets 
on démontre que si la fonction j (x) admet une dérivée seconde 
continue sur [a, b], l’erreur absolue de la formule des trapèzes 
est inférieure à 
(b—-a)° 
12r° 


où k est la valeur maximale de |f” (x) | sur [a, bl. 

A signaler que l'accroissement de n entraîne un accroissement 
non seulement de la précision mais aussi du volume des calculs. 
Dans ces cas on fait appel aux ordinateurs. 

1 


k 


Calculer l'intégrale | = à l'aide de la formule des tra- 

0 
pèzes pour nr — 10. Divisons l'intervalle [0, 1] en 10 parties 
égales par les points zo = 0, x, = 0,1, ..., zo = 0,9, 10 = 1 


Calculons approximativement les valeurs prises par la fonction 
{ (2) = en ces points: f(0) — 1,0000, f (0,1) — 0,9091, 


f (0,2) — - 0,8335, f (0,3) = 0,7692, f (0,4) = 0,7143, f (0,5) = 
one D f (0,7) — 0,5882, f (0.8) = 0,5556, 
f (0,9) 2" 0,8263, f (4) = 0,5000. 
La formule des Verts nous donne 
{ 


a gr (ETUI + 0,9091 + 0,8333 + 


4+z 
0 
+.0,7692+0,7143-+ 0,6667 +0,6250+0,5882 + 0,5556 + 0,5263) = 
— 0,69377 & 0,6938. 


16—01561 
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Estimons l'erreur du résultat obtenu. On a f’ (x) — 

= —1{/(1 + zx), f” (zx) = 2/(1 + x). On voit que |f” (x)| < 2 sur 
[0, 1]. Donc l'erreur est inférieure à 

k(b—a) __ 2 _ 1 - 

A2n2 12-1032 60) < 0,0017. 
Calculons maintenant la valeur exacte de cette intégrale à l’aide 
de la formule de Newton-Leibniz: 
1 


dz 
Hz — In ({+ zx) = In 2 = 0,69315. 


L'erreur absolue du résultat obtenu par la formule des trapèzes 
est <Z0,0007. Ceci est conforme à l'estimation de l’erreur donnée 
plus haut. 

Le principe de la formule des trapèzes peut être utilisé pour 
établir des formules plus précises pour le calcul des intégrales 
définies. 


2. Formule de Simpson ou des paraboles. Prouvons préala- 
blement deux lemmes. 

Lemme 8.1. Par trois points quelconques M, (x; ; y1), Ma (t:: Yo) 
el M3(x;; y3) d'abscisses distinctes il passe une seule courbe de la 
forme 

y = Az° + Bz +cC. (1) 


Démonstration. En portant les coordonnées des points 
M,, M, et M, dans l'équation de la parabole (1), on obtient un 
système de trois équations du premier degré à trois inconnues 
A, Bet C: 


Az; + Br, +C=y, 


Az; + Bz;,+C=— UE 
Ari + Br; +C=ys. 


Les nombres z,, z,, r; étant distincts, le déterminant de ce 
système (chap. 10, $ 3) est non nul: 
z, 1 
Te Ta 1|= (22 — 2) (3 — 22) (ni — 22) 0. 
D ts À 

Donc ce système admet une seule solution, c'est-à-dire que 
les coefficients À, B et C sont définis de façon unique. 


À noter que la courbe (Â) est une parabole si À 0 et une 
droite si À — (. 
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Lemme 8.2. L'aire s du trapèze curviligne limité par une courbe 
y = Az° + Br + C passant par les points M, (—h; y.), M: (0; y2) 
et Malh; ya) (fig. 119) est exprimée par la formule 


s— + (ui vs + vs). (2) 


Démonstration. En portant les coordonnées des points 
M, M, et M, dans l'équation y = Azx*° + Br + C, on trouve 


NE 


é | 


X X où. 2 X2n-1 


Fig. 119 Fig. 120 


| 
y 
(®) 


Yi = AR — Bh+C; ya = C; ys = Ah? + Bh +C, d'où 
ZAR +2C = y +ys; C = y. (3) 


En tenant compte des relations (3), on obtient 


h 


h À h 
s— | (Az + Br+C) dr = | (A +C)dr+B rar 
h “h 


h 
=2 | (42240) dz= + (24h24 60)= + u+ Ave vs). M 
1) 


Considérons de nouveau le trapèze curviligne limité par une 
courbe arbitraire y — f (x). Divisons l'intervalle [a, b] en 2nr 
segments égaux par les points a = D << Z LL... Top 
 Lon+1 L'Tohte Lee L'Tonco  Lon=1 € Ton = 0, et la cour- 
be y — f(x), en 2n parties par les points W,, M, M2, ... 
. Mon, Mo +1 Mohtos . + Mon: Mon -1 Mon (fig. 120) 
d’intersection des droites x = x, et de la courbe y = f (x). Par 
chaque triplet de points 


MoM;M, . Mo Mon M or +9 Mon Mon Mon 


faisons passer une courbe y — Azx* + Bxz + C (cf. lemme 8.1). 
On obtient ainsi x trapèzes curvilignes limités par des paraboles 
ou des droites (ces trapèzes sont hachurés sur la figure 120). 


16e 
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L'aire du trapèze curviligne partiel co rrespondant à l'intervalle 
[top, Ton+el étant approximativement égale à celle du trapèze 


« parabolique » correspondant, la formule (2) nous donne (ici 


__b—a 
Le 2n ] 
Z2h+2 : 
f (x) dr & € (yon + Éyanti + Van+2), 
2h 
où y = f (tx), k —= 0, 1, 2, ..., 2r. En ajoutant ces égalités 
terme à terme, on obtient la formule approchée 
b b ni 
| f (x) dr & — », (Yon + Ayar+1 + Yar+2) 
a R=0 


ou en détaillant 


(0) de ES [yo + on + 2 (Ua Va + 2 2 + Vones) + 


+ 4 (Yi + Ya + +. + Yonh1)]- 


Cette formule s'appelle formule de Simpson *) ou formule des 
paraboles. 

La signification géométrique de la formule de Simpson est 
évidente : l’aire du trapèze curviligne limité par une courbe y — 
— f (x) sur un intervalle [a, b] est approximativement égale à 
la somme des aires de figures limitées par des paraboles (et des 
droites). 

Dans les cours de mathématiques supérieures plus complets 
on démontre que si la fonction f (rx) admet sur [a, b] une dérivée 
d'ordre quatre continue, l'erreur absolue de la formule de Simpson 
est inférieure à 
(b— a)° 


M 2880nt 


où M est le maximum de | f(® (x) | sur la, b]. Nous avons signalé 
plus haut que l’erreur de la formule des trapèzes était inférieure à 
(b— a) gr 
kr Em | f" (x) D. 
Puisque nt croît plus vite que »°, l’erreur de la formule de Simpson 
diminue bien plus vite que celle de la formule des trapèzes lorsque 


n croît. Ceci explique que la formule de Simpson fournit une 
meilleure précision que celle des trapèzes. 


+) Simpson Thomas (1710-1761), mathématicien anglais. 
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Pour comparer la précision des formules d'approximation 
1 
: ire dz : , 
calculons encore une fois l'intégrale (= , mais cette fois 


0 
avec la formule de Simpson pour n = 4. Divisons l'intervalle 
[0, 1] en quatre parties égales par les points x, = 0, zx, = 1/4, 
za = 1/2, x; — 3/4, x, = 1 et calculons approximativement les 


valeurs de la fonction ÿ (x) — = en ces points. On obtient 


Yo = 1.0000, y, = 0,8000, y, — 0,6662, y; = 0,5714, y, = 
— 0,5000. 
La formule de Simpson nous donne 
i 


| 1 Æ TE [yo + vi + 2e + 4 (ui + y) — 
0 


=" 11,0000 + 0,5000 + 2- 0,6667 + 
+ 4 (0,8000 + 0,5714)] = 0,69325. 
Estimons l'erreur. La dérivée quatrième de la fonction f(x) — 
: He d'où il s'ensuit que |f(9 (x) | <24 


a. est (4) (x) — 
sur [0, 1]. On peut donc prendre M = 24 et l’erreur 24/(2880 -44) < 
<< 0,0004. En comparant la valeur exacte à la valeur approchée, 
on trouve que l'erreur absolue de la formule de Simpson est 
<<0,00011. Ceci correspond bien à l'estimation de l'erreur indiquée 
ci-dessus et montre que la formule de Simpson est sensiblement 
plus exacte que la formule des trapèzes. Ceci explique l'usage 
plus fréquent de la formule de Simpson dans le calcul des inté- 
grales définies. 

On a signalé plus haut que l’on fait appel aux formules d'’ap- 
proximation pour le calcul des intégrales définies lorsque les 
primitives ne s'expriment pas par des fonctions élémentaires. 

i 


Calculons par exemple l’intégrale | e-*" dz*) par la formule 
0 


de Simpson à 0,001 près. 
Calculons f(® (x) pour déterminer le nombre 2n nécessaire à 
l'obtention de la précision requise. On a 
f(o) (x) — 4e-x! (4x4 — 192722 Fe 3). 


D'où l’on déduit que |f# (x)| < 20 sur (0, 1], puisque e-*" < 1, 
| 4xt — 122° + 3 | 5. On peut donc prendre Af = 20. La 


*) Cette intégrale qui ne s’exprime pas par des fonctions élémentaires 
joue un rôle important en physique statistique et en théorie de la conduc- 
tivité calorifique. 
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formule d'estimation de l'erreur nous donne 20/2880n4 << 1/1000, 
d'où nt >> 1000/144. Pour que cette inégalité soit réalisée, il suffit 
de prendre n — 2, c'est-à-dire que 2n = 4. 

Divisons maintenant l'intervalle [0, 1] en quatre parties 
égales par les points z, = 0,2, = 1/4, x, = 1/2, x; — 3i4, zx, — 1 
et calculons approximativement les valeurs de la fonction f (x) — 
— e”* en ces points: y, — 1,0000, y, = 0,9394, y, — 0,7788, 
ya = 0,5698, y, — 0,3679. La formule de Simpson nous donne 

1 
fe-"arx + [1,0000 + 0,3679 + 2.0,7788 + 
0 . 
—+ 4 (0,9394 + 0,5698)] = 0,7469. 
1 
Donc \ e-* dr = 0,747 à 0,001 près. Ainsi en divisant l’in- 


0 
tervalle [0, 1] seulement en quatre parties égales et en remplaçant 
l'intégrale envisagée par la somme du second membre de la formule 
de Simpson, on obtient la valeur de cette intégrale avec la pré- 
cision requise. 

Signalons en conclusion que chacune de ces méthodes de calcul 
approché des intégrales renferme un algorithme qui permet d'en 
faire un large usage sur ordinateur. Ces méthodes sont donc un 
outil très efficace de calcul des intégrales. S'agissant des inté- 
grales qui ne s'expriment pas par des fonctions élémentaires, on 
peut les tabuler à l’aide d’un ordinateur et des méthodes élémen- 
taires de calcul approché. 


DEUXIÈME PARTIE 


ANALYSE MATHÉMATIQUE DES FONCTIONS 
DE PLUSIEURS VARIABLES 


Passons maintenant à l'étude des fonctions de deux et de plus 
de deux variables. Introduisons préalablement quelques notions 
de géométrie analytique dans l’espace qui nous serviront à inter- 
préter géométriquement les fonctions de plusieurs variables. 

Dans cette partie on envisagera aussi quelques notions d’al- 
gèbre supérieure, telles les notions de matrice et de déterminant, 
qui sont importantes aussi bien en analyse mathématique que 
dans les autres branches des mathématiques. 


CHAPITRE IX 


GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE DANS L'ESPACE 


$ 1. Systèmes de coordonnées rectangulaires 
dans l’espace 


Un système de coordonnées rectangulaires Oxyz dans l'espace 
est défini par la donnée d’une unité de mesure des longueurs et 
de trois axes Oz, Oy et Oz mutu- ; 
ellement perpendiculaires en un l 
point O. Le point © s'appelle 
origine des coordonnées, Ox l'axe 2 -l-s2> Fÿ 
des abscisses, Oy l'axe des ordon- 
nées et Oz l’axe des cotes. 

Soit M un point quelconque 
de l’espace (fig. 121). Menons par E 
M trois plans perpendiculaires 
aux axes de coordonnées Ox, Oy 
et Oz. Soient M,, M, et M, les 
points d'intersection de ces plans Fig. 121 
et des axes. On appelle coor- 
données rectangulaires du point M les nombres 


z=O0M, y=0M, z=0M,, 
x est l'abscisse, y l'ordonnée, z la cote de M. 
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Donc, dans un système de coordonnées donné, à chaque point M 
de l’espace est associé un triplet ordonné (x; y; z) de nombres 
réels et un seul : ses coordonnées rectangulaires, et réciproquement, 
à tout triplet ordonné (x; y; z) de nombres réels est associé un 
point M et un seul de l’espace. 

Ainsi un système de coordonnées rectangulaires dans l'espace 
établit une bijection entre l’ensemble des points de l’espace et 
l’ensemble des triplets ordonnés de nombres. 

Les plans Oxry, Oyz et Oxz s'appellent plans de coordonnées. Ils 
partagent l’espace en huit régions appelées octanits. 


$S 2. Notion de vecteur 


1. Grandeurs scalaires et vectorielles. De nombreuses gran- 
deurs physiques sont entièrement définies par la donnée d'un 
seul nombre: le volume, la masse, la densité, la température 

d'un corps, etc. Ces grandeurs 


a sont appelées scalaires. Pour cette 
rm ee e e 
A B raison les nombres sont parfois 

| appelés scalaires. Il existe des 
Fig. 122 ® - Am 
grandeurs qui ne peuvent être 


caractérisées par un simple nom- 
bre. Exemple : une force ou une vitesse. De telles grandeurs sont 
dites vectorielles. Pour les décrire on a introduit la notion de 
vecteur qui est utile en mathématiques. 
2. Définitions. 
a) Vecteur lié. Un couple ordonné de points À et B de l’espace 
s'appelle vecteur lié d’origine À et d'extrémité B (fig. 122). 


On le représentera par la notation AB. Si les points À et B 


sont confondus, le vecteur est dit nul et se note Ü ou simplement 0. 
La distance des points À et B est la longueur ou module du 


——} 
vecteur AB; la droite AB est son support. Ce support n'est pas 
défini pour un vecteur nul. 

b) Vecteurs équipollents. On dit que deux vecteurs liés sont 
équipollents s'ils ont même direction, même sens et même module. 

On établit sans peine que l'équipollence est une relation 
d'équivalence dans l’ensemble des vecteurs liés. 


c) Vecteur libre. On appelle vecteur libre et on note a toute 
classe d'équivalence de vecteurs liés. 

Autrement dit, un vecteur libre est l’ensemble de tous les 
vecteurs liés équipollents. Il est complètement défini par l’un 
quelconque de ses représentants. 


d) Vecteurs libres égaux. On dit que deux vecteurs libres a et b 
sont égaux si leurs représentants sont équipollents. 
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La figure 123 représente, à droite, des vecteurs égaux, à gauche, 
des vecteurs non égaux. 


3. Projection d’un vecteur sur un axe. Soient donnés un axe u 


——} 
et un vecteur AB. Menons par À et B les plans perpendiculaires 
à l'axe u et désignons par À’ et B” leurs points d’intersection avec u 
(fig. 124). 


HE 
D? 
dl 


Fig. 123 Fig. 124 


_—+ — 
Le vecteur A’B° est le projeté de AB sur l'axe u. On notera 


hi ——} = _— — 
ceci: ÀA’B° — pr, AB. De façon analogue, 4’B° = pr, AB. On 
rappelle que 


a _—— _—+ 
A'B'— | A'B" | si 4’B” et u sont de même sens, | dt) 
A'B'= — | Â'E'| s'ils sont de sens opposé. 
On a le théorème suivant. 
Théorème 9.1. La mesure algébrique du projeté du vecteur AB 
sur l'axe u est égale au produit du module du vecteur AB par le 


— 
cosinus de l'angle du vecteur AB et de l'axe u, c'est-à-dire que 


ae —p 
Pru AB = | AB | cos, (2) 


—= (u, AË) (fig. 125). 


où 
Démonstration. Si p< x/2 (fig. 125, a), alors 


— _—— + 
Pru AB = | 4’B'| =|AB|cos. 
Si p> 1/2 (fig. 125, b), on a 


— ——}> — — 
pru AB = —]| 4°B"| — — | AB | cos(x—®) = | 4B | cos y. 


La relation (2) est donc vraie pour tout angle œ. M 
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—+ —+ 
Remarque 1. Soit A4,B, = A,B: et soit donné un axe u. 
En appliquant la formule (2) à chacun de ces vecteurs, on obtient 


_— ——+ 
PTu A,B, — Pru A,B,, 


c'est-à-dire que les mesures algébriques des projetés de vecteurs 
égaux sur un axe sont égales. 


œ 
œ 


/ 


#; 


Fig. 125 


4. Projection d’un vecteur sur les axes de coordonnées. Soient 
donnés dans l’espace un système de coordonnées rectangulaires 


Ozxyz et un vecteur AB. Soient par ailleurs X = pr, AB, Ÿ — 


= Pry AB, Z = pr, AB. Les nombres X, Y, Z sont appelés 


composantes algébriques du vecteur AB. Ce qu'on note 
——?- 
AB=4{X ;Ÿ; 2}. 


Théorème 9.2. Les composantes d'un vecteur AB d'origine 

A (x; y,; 2) et d'extrémité B (x,; y,; z,) s'expriment par les for- 
mules 

X = Lo — Ty Ÿ = Ya — Yu 2 = 2 — (3) 


Démonstration. Menons par les points À et B des 
plans perpendiculaires à l’axe Ozx et désignons par A’ et B° leurs 
intersections avec Oz. Les abscisses des points À” et B”’ sont 


respectivement z, et x, (fig. 126). Par définition X = pr, AB — 
— A'B'. Or A’B' = x; — zx,, donc X = x, — zr,. On établit 
de même les autres formules (3). 


—} 
Remarque 2. Si le vecteur AB est appliqué en l'origine des 
coordonnées, c'est-à-dire que x, = y, = Zz — 0 et ze = x, ya = y 
et z, — z, ses composantes X, Y, Z sont égales aux coordonnées 
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de son extrémité : 
MT, T=y, 272 


5. Cosinus directeurs d’un vecteur. Soit donné un vecteur 


pe —+ 

a ={X; Ÿ, Z} représenté par un vecteur OA dont l'extrémité À 
n'est située dans aucun plan de coordonnées. Menons par À des 
plans perpendiculaires aux axes de coordonnées. On obtient ainsi 


Fig. 126 Fig. 127 


un parallélépipède de diagonale OA (fig. 127). On sait que le carré 
de la diagonale d’un parallélépipède rectangle est égal à la somme 
des carrés de ses arêtes, soit 


OA? = OA; + OA; + OAï. 
Or OA = |a|, 04, = X, OA, = Ÿ, OA, = Z; donc 
[al2=X2+Y2+ 72 
ou 
La formule (4) exprime la longueur d'un vecteur en fonction de 
ses composantes. 


Désignons par &, B et y les angles du vecteur a et des axes de 
coordonnées. Les formules (2) et (4) nous donnent 


COS QG = ——_—_—_————  _ COS = — | 
JX2HY3E 7: V'XTY2+2Z: 


a Z 
COS y — éme rs (9) 


Ces cosinus s'appellent cosinus directeurs du vecteur a. 
En élevant les deux membres de chaque égalité (5) au carré 
et en sommant les résultats obtenus, on trouve 


cos? à + cos® B + cos? y = 1, (6) 
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autrement dit, la somme des carrés des cosinus directeurs de tout 
vecteur est égale à 1. 

En conclusion calculons la distance d de deux points arbitraires 
M (Gi; Y15 21) et Mo (Za5 Yo Ze). Le théorème 9.2 et la formule 
(4) nous donnent immédiatement le résultat cherché : 


—— 
MiMy= {to — 25 Ye —Y15 22 — 2}, 


——+ 


et comme d est la longueur du vecteur W,M,, on a 
d= MM = V (2) + Ge y) + (22 —2)°. (7) 


$ 3. Opérations linéaires sur les vecteurs 
et leurs propriétés fondamentales 


Les opérations linéaires sur les vecteurs sont l’addition et la 
soustraction des vecteurs ainsi que la multiplication des vecteurs 
par des scalaires. 


1. Addition de deux vecteurs. Soient donnés deux vecteurs 
libres a et b. On appelle sonme a + b des vecteurs a et b le vecteur 
libre de représentant OB obtenu en construisant les représentants 
consécutifs OÀ de a et AB de b (fig. 128, a). 


a) b) 
Fig. 128 


Remarque 1. La soustraction des vecteurs est l'opération in- 
verse de l'addition, c’est-à-dire que l’on appelle différence b — a 


des vecteurs b et a le vecteur qu’il faut ajouter à a pour obtenir 
(fig. 128, b). 


$ 3] OPERATIONS LINÉBAIRES SUR LES VECTEURS 253 


Remarque 2. Après avoir défini la somme de deux vecteurs, on 
peut trouver la somme d’un nombre quelconque de vecteurs. Soient 


donnés par exemple trois vecteurs a, b et c. La somme des vecteurs 
a et best le vecteur a + b. En ajoutant le vecteur c à a + bon 
obtient le vecteur a + b + c. 


2. Multiplication d’un vecteur par un nombre. Soient donnés 
un vecteur a 0 et un nombre À = 0. On appelle produit ha du 


vecteur a par le nombre À un n 
æ Eee s 
vecteur de longueur | À | | a |, de O D 
: ; : _ à N 
même direction que a, de même : . n< O 
: : \N 
sens si À > 0 et de sens contraire xa 
si À << 0 (fig. 129). 
La multiplication d'un vec- Fig. 129 


teur a 0 par un nombre À # 0 
admet l'interprétation géométrique suivante: la multiplication 


« dilate » le vecteur a de À fois si |A |> 1 et le « contracte » de 
4/à fois si | À | 1. Le vecteur change de sens si À << 0. La figure 
129 correspond au cas où | À | > 1. 


On admet que le produit À a est nul si l’un des facteurs est nul. 


Remarque 3. En se servant de la définition de la multiplication 
d'un vecteur par un nombre, on démontre sans peine que si deux 


— — — — * 
vecteurs a et b sont parallèles et si a — 0, il existe un nombre À 


et un seul tel que b = a (on laisse cette démonstration au soin 
du lecteur). 


3. Propriétés fondamentales des opérations linéaires. 
1° a b=Db + a (commutlativité de l'addition). 
Démonstration. Construisons un parallélogramme sur 
— —} — — 
les représentants OA et OB des vecteurs a et b (fig. 130). On a alors 


— —} — > — — — 
a = OA, b= AC, a+ b = OC, 
— —+ — —} — nn — 
b=OB, a= BC, b<+a = OC. 
Donc OC ab ba. EE 
2 (a@+b)+c— a+ (b +oc) (associativité de l'addition). 
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Démonstration. Construisons les vecteurs a — OA, 
ES =} + —} 
b = AB et c = BC (fig. 131). Alors 


> 


(a + b) + 2 (À + AB) + EC = OB + B — OÙ, 
a + (b + ©) = OÀ + (AB + BC) = OÀ + AC = OC. 
Donc 


— — — — — — — 
OC=(a+b)+c=a+(b+o). 

Considérons encore trois autres propriétés dont deux concer- 

nent simultanément l'addition des vecteurs et la multiplication 


Fig. 130 Fig. 131 


d'un vecteur par un nombre. Soient À et u des nombres, a et b 
des vecteurs. Alors 


3° À (ua) — (Âu) a (associativité de la multiplication); 

4 +) a = ha + ua (distributivilé par rapport à l'addition 
des nombres); 

5° À (a + b) = \a + Xb (distributivité par rapport à l'addition 
des vecteurs). 

Prouvons la propriété 3°. Les deux membres de l'égalité 3° 
s annulent si l’un au moins des facteurs à, pet a est nul. Si À & O, 
u < 0 et a 0, les vecteurs À (ua) et (Au) a ont la même direc- 
tion, le même sens (le sens de asihet u sont de même signe et le 
sens contraire de a sinon) et la même longueur (|A (ua) | = 
=1AlImmI=IAIIpIIAl et IApal=laullel= 
= [A[[u]lal). Donc ils sont égaux. 

Prouvons la propriété 4°. Supposons que À et u sont de même 
signe et a £ 0. Les vecteurs (À + pi) a et Aa + ua sont de même 
direction, de même sens (le sens de a pour À > 0,u >0et le sens 
contraire de a pour À < 0, u << 0). Les vecteurs la et ua étant de 
même sens, la longueur du vecteur Aa + ua est égale à 
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je + pal = [Aal+lul= Al lal + Ipllal = 
= (|à | ne | u lDaet puisque À et u sont de même signe, il vient 
LA + y) al = [A+ullal=(Al+Iu le, c'est-à-dire que 


les vecteurs Àa + pa et (À + u) a ont même longueur. Donc ils 
sont égaux. 

Supposons maintenant que À 
et u sont de signes contraires et 
pour fixer les idées que | À | > 
> lu |. Dans ce cas les vecteurs 


(À + u) a et la + ua sont de 
même sens que le vecteur Àa. La 


longueur du vecteur la + ua est Fig. 132 

égale à |Aa + ua | = | Aa | — 

A (A T—Tul)a, celle du 
vecteur (+ p)a, à |A+pHal=l2+pIIal= (Al 
—]umhlal. Les vecteurs Àa + ua et (À + pu) a sont donc égaux 
dans ce cas aussi. Si |A | = |u |et si Let u sont de signes con- 


traires, les deux membres de l’égalité à prouver sont nuls. L'éga- 
lité 4° est évidente si l’un au moins des nombres À et u ou le vecteur 
a est nul. 


Prouvons la propriété 5°. Supposons que les vecteurs a et b 
ne sont pas parallèles et que À > 0. Construisons les vecteurs 


OP = à + b, OA’ = Xa et OB' = À (a + b) (fig. 132). De la 
similitude des triangles O0AB et O0A"B" et de la définition de la 


multiplication d'un vecteur par un nombre il résulte que A'B' == 
— Àb, et du triangle OA'B", que OÀ' + A'B' = OB'. Donc 
a AD = À (a + b). Le cas À < 0 se traite de façon analogue. 

Si a et b sont parallèles et a 1 #0, le vecteur b peut être mis 
sous la forme b — ua et l'égalité cherchée résulte des égalités 3° 
et 4°. En effet, À (a + à) = À (a+ pa) = À (+ p) a — 

= (À + Àu) a = a 2 + Aya = ha + À (pa) = M +. La rela- 


tion à prouver est évidente si l’un des vecteurs a et b ou si le 
nombre À est nul. 


Remarque 4. Les propriétés prouvées sont fondamentales car 
elles permettent d'effectuer les opérations algébriques usuelles sur 
les vecteurs. Par exemple, grâce aux propriétés 4° et 5° on peut 
multiplier terme à terme un polynôme scalaire par un polynôme 
vectoriel. 


256 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE DANS L'ESPACE (CH. IX 


$S 4. Théorèmes des projections 


Théorème 9.3. La mesure algébrique de la projetée de la somme 
de deux vecteurs sur un axe est égale à la somme des mesures algé- 
briques de leurs projetés sur cet axe, c'est-à-dire que 


ru (&y+@3) = Pru Gi + Pru @2- 


Démonstration. Soient a, et 8, deux vecteurs libres. 
Construisons a, — AA, et a, — 4,4, (fig. 133). Désignons par 4’, 


A à À 
à d\ 2x 4° 
t } I 
| Î l 
Ù 0 1 
Ü | t 
 —  " 
A’ A; A; u 
Fig. 133 Fig. 134 


A, et À, les projetés respectifs des points A, A, et À, sur 


l'axe u. Par définition, pr,a—4'A,, pr, a, = A;A,;, 
pre (a,+ a) = pr, A4, — A'A.. D'après la relation de Chasles, 
A'A,= A'A; + A;A,. D'où pr, (a, + a,) = pr, a, + pr, a. = 


Ce théorème peut être généralisé à un nombre quelconque de 
termes. 


Théorème 9.4. Si un vecteur a est multiplié par un nombre 
À 0, la mesure algébrique de son projeté sur un axe u est aussi 
multipliée par ce nombre, c'est-à-dire que 


pr, ka = À pr, a. (1) 


Démonstration. Soient q = (u, a) et po = (u, Îa) 
(fig. 134). Si À > 0, les vecteurs a et Àa sont de même sens et 


P = qp'. Si À O0, les vecteurs a et Àa sont de sens contraire et 
op — x + œp. D'après le théorème 9.1, on a: 
pour À >> 0 


Pru Aa = | Aa | cos p” = À La cos p” = À lalcosp=àÀ pr, a; 
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pour À < 0 


Pru ja — Aa cos — [À] lacos p— —À la! cos (1 —- œ) -: 


= —À|a| (— cos p) = À [a] cos p= À pr, a; 


l'égalité (1) est évidente pour À—0. Donc, pr, ha à pr, a 
quel que soit À=0. 


Les théorèmes prouvés entraînent deux importants corollaires. 


Corollaire 1. Du théorème 9.3 il s'ensuit que si = (Xi: d'15 Zi} 
et b—{X,; Yo: Ze}, alors a + b —{X, + X,; Y, + Ye: 
Z, + Z;). 

Corollaire 2. Du théorème 9.4 il résulle que si à = {X ; } ;Z}, 
alors Àa = {AX ; ÀŸ°; AZ} pour iout nombre à. 

De là ‘on déduit sans peine une condition de parallélisme (ou 


de colinéarité) de deux vecteurs. En effet, l'égalité b — ha équi- 
vaut aux égalités X, — ÀAX,, ŸY, — À) ,, Z: — AZ, ou 


= 7: (2) 


Xi Yi 


autrement dit les vecteurs a et b sont parallèles (colinéaires) si et 
seulement si leurs composantes sont proportionnelles. 


$ 5. Décomposition d’un vecteur suivant une base 


Soient À, j et À les vecteurs unitaires des axes de coordonnées, 


c'est-à-dire [| =|j|—|#4|—1 (fig. 135). Le triplet de 
vecteurs é, j, k s'appelle base. On 2 


a le théorème suivant. 


Théorème 9.5. Tout vecteur a 
peut être décomposé d'une seule 


manière suivant la base i,j,Kk, 
c'est-à-dire représenté sous la forme 


a=hi+pi+vk, (1) 
où À, pet v sont des nombres algé-  Æ--------- 
briques. 6 


Démonstration. Soit Fig. 135 


a un vecteur libre. Construisons 


_ — 
le vecteur a — OA. Menons par À les plans perpendiculaires aux 
axes de coordonnées et désignons par À4,, 4, et À, leurs points 


17—-01561 
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d’intersection respectifs avec les axes de coordonnées. Par défini- 
tion de l'addition des vecteurs, on a 


2- 6b+ 04. 0b- 0ù, + Où, @) 
D'où 
sé _— — — 
a = OA, + OA, + OA.. (3) 
—} — —} — ——} — 
Les vecteurs 04, et i, OA, et j, OA. et k étant colinéaires, on a 
OA. — Ai, OÀ, — uÿ, OÀ, =. vk, (4) 


où À, um et v sont des nombres algébriques. Les relations (3) et 
(4) entraînent 


Pour prouver l’unicité de la représentation (1), montrons que 
Ài=X, u=Y, v=2, 


où X, Y et Z sont les composantes du vecteur a. 
——) 
Montrons par exemple que À = X. Puisque X — O4, si OA, 
est de même sens que i et X = —0A, s'il est de sens contraire, 


il vient OÀ — Xi. En comparant avec l'égalité OÀ, = ji, on 
trouve que À = À. 
On démontre de façon analogue que u = Ÿ et v = Z. 


$ 6. Produit scalaire des vecteurs 
1. Définition et propriétés fondamentales du produit scalaire. 
Définition. On appelle produit scalaire de deux vecteurs non 


nuls a et b le nombre égal au produit des longueurs de ces vecteurs 
par le cosinus de l’angle qu’ils forment. Si l’un au moins des 
vecteurs est nul, l’angle n’est pas défini et le produit scalaire 
est par définition nul. 


Le produit scalaire des vecteurs a et b se note a-b. Ainsi 
—+ — ie he 
a-b=]|a] |b| cos, 


où est l'angle des vecteurs a et b (fig. 136). 


Puisque |a| cos o = pr-a, et ]b] cos = pr b, on peut écrire 
a 


a.b— lb! pr. a= [a] pr b. (1) 
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Un exemple classique de produit scalaire en physique est la 
formule du travail 


A = La | | b | cos y, 
où a est un vecteur force dont le point d'application se déplace 
de l'origine à l'extrémité d’un représentant de b (fig. 137). 


l 
l 
l 
l 
I a 
l 
| 
l 
1 
= 24 td 

) b 

Fig. 136 Fig. 137 


Considérons quelques propriétés du produit scalaire. 


1° a.b = b.a (commutativité). 

Démonstration. Par définition du produit scalaire, 
ab — la | 1b | cos œet b-a — à | l'a | cos (—), mais | a | | b |— 
| b| | a | puisque c'est un produit de nombres et cos ® — 
cos (—œ). Donc a-b—0.a. 


2° (a).b — à (a-b) (associativilé par rapport au produit par 
un nombre). 
Démonstration. La formule (1) nous donne 
(AG)-B= 1b] pr. (A0), 
mais d’après le théorème 9.4 
pr (Aa) = À pr. a. 
Donc 


(AG)-b= [b] pr. (Aa) = [b] A pre a= à (|b] pre. 0). 
Par ailleurs, la même formule (1) nous donne 
Biprea=c.é. 
Donc (Aa)-b= A (|b] pr 0) = À (ab). | 


Remarque 1. Les propriétés 1° et 2° entraînent (Aa): (ub) — 
= (Au) (a-b). En effet, (Aa)-(ub) = À [a-(ub)] = À [(ub)-a) — 
= fu (b-a)] = (à) (a-b). 
17° 
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30 a. (b + 0) = ab + a-c (distributivilé par rapport à la 
somme des vecteurs). 
Démonstration. D'après la formule ({) 


a-(b+c) = [al pr-(b+c), 


d'après le théorème 9.3 


pr (b+c) = pr-b + pr-c. 


Donc 


a-(b+ 0) = jal pr- O+c)= lal (pr-b+ pr-c) = 


= |a| pr b + Ja| pr-c. 


La même formule (1) nous donne 


— 


[al pr-b—a.b et |a] pr-c—=a:c. 
a 


Donc 


a. (b + ©) = lai pr-b+ [al pr-c=a- .b+a.c. | 

Remarque 2. Cette propriété permet de multiplier les poly- 
nômes vectoriels terme à terme. D'après la propriété 1° on peut 
ne pas se soucier de l’ordre des facteurs et d’après la propriété 2° 
cf. remarque 1) on peut regrouper les coefficients numériques des 
(acteurs. Exemple: 


(2a + 5b).(3c + 4d) = (2a + 5b)-(8c) + (2a + 5b)-(4d) — 
= (24). (8c) + (5b)- (8c) + (22): (4d) + (5b)- (Ad) = 
== 6a-c + 150.c+ 8a-d+20b.d. 


4, a-a— |a|*. 
_D émonstration. Par définition du produit scalaire, 


= [al la | cos 0 — la |? si [al#0, c'est-à-dire si a # 0. 
d: a — ÔÜ, on a de même par définition aa = 0. Mais dans ce cas 
| a | — O et par suite l'égalité a.a — la? a lieu aussi. M 


Le produit scalaire a-a s "appelle carré scalaire du vecteur a 
et se note 2 D' spé ce qui précède : a — — |a |, d'où en parti- 


culier a — | a 2 |. 
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° g-b = 0 si a Lb et réciproquement, a 1 b si a-b = 0, 
0. 


— 
/ b L] e [1 
émon s tration. Par os un PEOGULE scalaire, 
—+ 


L' 


jets si a-b — 0 et le a | | b | =£ 0, alors cos @ = 0 
et @ = 1/2, donc les vecteurs a et b sont orthogonaux. M 


Remarque 3. En appliquant les 
propriétés 4° et 5° aux vecteurs 
de base i, jet k (fig. 138), on 
trouve immédiatement : 


2j k2— 1, 
hisihkheji=ks 
= ki —k.j— 0 (2) 
2. Expression analytique du Fig. 138 


produit scalaire. 
Théorème 9.6. Si des vecteurs a et b sont Cet par leurs com- 


posantes a = {A1 Y 15 À} el b ={X,; Yo; 2}, leur produit 
scalaire s'exprime par la Jormule 


ab = XXe + YiYe + Z12: 


Démonstration. Décomposons les vecteurs a et b 


—  —+ 


suivant la base ë, Î, K: 
a=Xi+Yij+ZR, 
D=Xi+Yj+ZR 

La remarque 2 nous donne 

ab XXE XV EXT RE VX EE VV + 
HV k+ ZX RIZ RE ZZRe. 
D'où grâce à (2) 
ab = XX, + YiYe + 22. 


Le théorème 9.6 entraîne les deux importants corollaires 
suivants. 
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Corollaire 1. Pour que deux vecteurs a — {X15 V1; Zi} et 
b={X,; Ÿ,; 2} soient orthogonaux, il est nécessaire et suffisant que 
XXe + ViŸo + 2122 = 0. (3) 


Cette proposition résulte directement de la propriété 5° et du 
théorème 9.6. 


Corollaire 2. L'angle des vecteurs a — {X15 V1; Z1} et 
= {X,; Y:; Z+} S'exprime par la formule 
X1Xo + Y1Y2 +212 


COS D = —____—_—___—__—————….…. ..………————— |, 4 
PT Vrivin VAN z (4) 
En effet, par définition du produit scalaire, ab = | a | | b | cos , 
d'où 
a-b 
COS P = ——— , (9). 
lal 1b| 


D'où l’on déduit la formule (4) en vertu du théorème 9.6 et de 
la formule (4) du $ 2. 


Exemple. Soient donnés les points À (1;:1; 1), B(2; 2;1)e 
MS 


C (2; 1; 2). Calculer l'angle @ = BAC. 
Solution. Le théorème 9.2 nous donne AB = {1; 1; 0}, 
AC = {{; 0; 1}. D'où en vertu de la formule (4) 
ET LE RE RE 
VIH VAT OTTE y2V2 2 
Donc œ = x/3. 


$ 7. Produit vectoriel 


1. Définition du produit vectoriel. On dit que des vecteurs 


libres a, b et c sont coplanaires s'ils sont parallèles à un même 
plan. 


On dit qu'un trièdre à, ji. k effectif, c'est-à-dire formé de vecteurs 
non coplanaires, est direct si la rotation. d’ un angle inférieur à x, 
autour de k, qui amène ï à coïncider avec ji s'effectue de la droite 


vers la gauche pour un observateur placé suivant k. Le trièdre est 
rétrograde dans le cas contraire. 
Définition. On appelle produit vectoriel de deux vecteurs libres 


a et b un vecteur a A b dont 
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1) le module est égal à la | | b | sin ç&, où @ est l'angle des 
vecteurs a et b; 
2) la direction est orthogonale à a et b: 


3) le sens est tel que le trièdre a, b.a \ b est direct (fig. 139). 
Signalons que les conditions 2) et 3) se rapportent au cas où 


lall|b|sing #0. Si [a||6|sinç — 0 (c'est-à-dire que ou 


Ab 


ot 


_” 


Fig. 139 Fig. 140 


bien l'un des vecteurs a et best nul, ou bien sin o = 0), le pro- 
duit vectoriel a À b est défini par la seule condition 1): dans ce 


cas & Â\ b = 0. 
La notion de produit vectoriel a 6 été empruntée à la mécanique. 


Supposons qu'une force F — MR K est appliquée en un point M 
d'un solide et soit O un point de l’espace. On sait que lé moment 


de la force F par rapport à O est par définition le vecteur L (appli- 
qué en O) dont 


—} — 
1) le module est égal à | OM | | MK | sin œ, où œ est l’angle 


des vecteurs OM et MK : 
2) la direction est perpendiculaire au plan x passant par les 
points O. M, K ;: 


3) le sens est tel que le trièdre OM, OÀ, OL est direct (fig. 140). 
us — ——+ —+ _—— 
On voit sur la figure que L = OM À MK, où OA = MK. 


2. Propriétés fondamentales du produit vectoriel. 

1° a À\ b — Ô si les vecteurs a et D sont colinéaires. 

Démonstration. Si les vecteurs a et b sont parallèles, 
on a sing —0. Donc la A bl=]a | |b sine = 0. Ce qui 
exprime que a \ b=0. 
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2° Le module du produit vectoriel de deux vecteurs a et b 
non parallèles est égal à l’aire s du parallélogramme construit sur 
ces vecteurs (fig. 139). 

Démonstration. Onsait que l’aire d’un parallélogram- 
me est égale au produit de deux côtés adjacents par le sinus de 
leur angle. D'où |a||bl|sin @=s, c'est-à-dire que |a À b |— 
= $. 

3° a VA b= —b Â\ a (anticommutlativité). 

Démonstration. Cette propriété est évidente si les 
vecteurs a et b sont colinéaires. S'ils ne le sont pas, il s'ensuit de 
la définition du produit vectoriel que les vecteurs a \betba 


Fig. 141 Fig. 142 


ont même module (le module du produit vectoriel est indépendant 
de l’ordre des facteurs), sont parallèles (car orthogonaux à un 
même plan), _mais de sens contraires (fig. 141), puisque | les triè- 


dres a, bp, a À b et b, a, b Â a sont directs. Donc a Â\ b = 
= —b VA a. 

49 (Aa) VA b—A (a VA b) (associativilé par rapport au facteur 
scalaire). 

Démonstration. La propriété est évidente si a et b 


sont colinéaires ou si À — 0. Supposons que ‘a et b ne sont pas 
colinéaires et que À 0. De la définition du produit vectoriel il 


s'ensuit que |A (a Ab)1=1AlIallbisinget | (he) À = 


= |À l la | | b | sin @, donc les vecteurs (Aa) À bet À (a VA) b) 
ont même module. Par ailleurs, ils sont parallèles, car orthogo- 


naux aux vecteurs a et b. Enfin ils sont de même sens (fig. 142) 
(pour À >> 0 ceci est évident, puisque les vecteurs Àa et a sont de 
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même sens ; pour À << 0 les vecteurs ha et a sont de sens contraires, 
donc le vecteur (Aa) À b est de sens contraire au vecteur a A b, 
mais le vecteur À (a \ b) est lui aussi de sens contraire au vecteur 
a Â\ b, donc les vecteurs (Aa) A betÀ (a VA b) sont de même sens). 


Par conséquent, les vecteurs (Aa) A bet À (a VA) b) sont égaux. 
Utiliser les propriétés 3° et 4° 
pour prouver à titre d'exercice 


que a À (Ab) = À (a À b). 

5 (@+b)Ac=ahc+bAc 
(distribulivilé par rapport à l'ad- 
dilion des vecteurs). 


Démonstration. Cette 
propriété est évidente si les 


vecteurs a et b sont colinéaires à c 
ou si l’un au moins des vecteurs 


a, bet cest nul. Pour établir cette propriété dans les autres cas 
considérons un vecteur unitaire Co de même direction et de même 
sens que € représenté par le vecteur OC, où Oestun point arbitraire 
de l’espace. Menons par O un plan x perpendiculaire à OÙ et 


 — = — wa es 
construisons OÀ — a, AB = b et OB = a + b (fig. 143). Soit 
OA,B, le projeté du triangle O0AB sur le plan x (si le point À, 
est sur la droite OB,;, le triangle 04,B, dégénère en un segment). 
Soit 04,B, le transformé du triangle OA,B, par une rotation de 


—} 
a/2 autour de OC dans le sens rétrograde. Désignons par œ l’angle 


des vecteurs Go et a. Supposons pour fixer les idées que 0 < qç < 
<< n/2 (comme sur la figure 143). Les autres cas de l'angle œ se 
traitent de façon analogue. 


. ? er es “u 
Considérons le vecteur O0A4,. Son module est | 04, | = 
=} > — 2 
— |O0A,]|=— ]|a]| cos (x/2 rp— |a | Je | sin ®, puisque 
—_ — 
LE | — 1. Par ailleurs 04, L Ce, OA; L a et les vecteurs a, . 
— 
OA, forment un trièdre direct. Donc, par définition du produit 
vectoriel, 
— — — 
En effectuant les mêmes raisonnements pour chaque vecteur 
+ _—— 
OB; et A,B,, on obtient 


OB,=(a+b) Ac AzB2 = 0 NC 
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—} —? ——+ 
Mais comme OB, = 04, + A4,B,, on a 
(a+ b) Ac = a Ac -+ D /\ Co. (1) 
Le vecteur c est de même sens que Co. Donc c— Lel Co En 
multipliant les deux membres de l'égalité (1) par le nombre 
Jcl, on trouve cl [(a + b) À co] = 
— [c|(a/co+b/Ac). D'où, en 
vertu de Ja propriété &, (a+ 
+ 6) A dei © = @ À [el co + 
+B/A lc! Co. En remplaçant [cl c, 
par c, on trouve en définitive 
(a+b)Ac=afc+b/c. HE 
| Remarque 1. Cette propriété 
Fig. 144 nous permet de multiplier vecto- 
riellement les expressions vecto- 
rielles terme à terme et la propriété 4°. de regrouper les coef- 
ficients des facteurs vectoriels. Par exemple 
(2a + 3b) A (4c + 5d) = (2a + 3b) A\ 4c + (2a —+- 3b) A 5d = 
— 2a N äc + 3b A 4c + 2a \ 5d + 3b \5d = 
= 8 (a Ac) +12 (b/A\c) +10 (a Ad) +15 (b Ad. 
Signalons cependant qu’il faut rigoureusement respecter l'or- 


dre des facteurs d'un produit vectoriel et en permutant ces fac- 
teurs il ne faut pas oublier de changer le signe. Exemple: 


(a+8+ 0) A(b+ 386) = 2 (a Ab) +20 A6) +2(c Ab) + 
+3 (a Ac)+3 (Ac) +3 (CA =2 (a Ad) —2(6 Ac) + 
+ 3 (a Ac) +3 (b Ac) =- -2 (a Ab) + (Bb Ac) +3 (a Ac). 


Remarque 2. D'après la définition et les propriétés 1° et 3° 
du produit vectoriel, on a les relations suivantes pour les vecteurs 


de base ï, j et k (fig. 144) 
ÉAi=0;  ihj—=k: 
jAi=—k; jAÏ=0;  jAË=I; (2) 
kAi=i;  ENi=—i; KAk=0. 
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3. Expression analytique du produit vectoriel. 
Théorème 9.7. Le produit vectoriel des vecteurs a = {X 15 Ya Zi} 
et b — {Xo3 Yo; Ze} s'exprime par la formule 
a A6 = {(ViZe — VaZi); (KaZa — KZ); (RiŸa — XaY)}. 


En se servant des déterminants d'ordre deux *) on peut écrire 
cette formule sous la forme 

À, Y | 

Xe VS. 


ÿ, Z; 

Yo Lo 
Démonstration. Décomposons les vecteurs a et D 
suivant la base i. j, k: 


— 


_ Zi À, 
216 = | 


7, x; 


? 


G=XÉLYIHIZE, D=XI+YS+ ZE. 
La remarque 1 nous donne 
a Ab = XX, (A) + Xe (A) + XiZe CA) + YiXe OA + 
D OUEST DES ACTUE SA CIN ESA A CIN) 
D'où il vient en vertu de (2) 
a hb—=(PiZ—Ye2) + (XX) j+ (Xi Yo — X,Y) À 


ou 


—æ — 


Y, Z 
a Ab— 1 #1 


Y,2Z, 


Zi À; 
2%: 


Q Q 


A Y2l 

Ceci est la décomposition du vecteur a \ b suivant la base ï, j. k: 
les coefficients de cette décomposition sont les composantes du 
vecteur a À bd. Donc 


aAb={X; Y; Z}, (3) 
où 
YiZ : Zi À; | Xi Yi 
= Y2 2 | _ Z2 Xl [x » | 


Exemple. Trouver les composantes du produit vectoriel des 
vecteurs a = {2; 5; 7} et b ={1; 2; 4). 


*) On appelle déterminant d'ordre deux et on note E À | le nombre 
égal à a,b, — a,b.. |” 
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Solution. D'après la formule (3) 


ME ar ne. 1 
2 al aa 12 


Donc a/b—4{6; —1; —1}. 


$ 8. Produit mixte de trois vecteurs 
1. Définition et interprétation géométrique du produit mixte. 
Définition. On appelle produit mixte de trois vecteurs a,betc 
le nombre égal au produit scalaire du vecteur a par le produit 


— 


+ 
vectoriel des vecteurs b et c, 
c'est-à-dire 


a-(b/\c). 
La signification géométrique 


du produit mixte est donnée par 
e théorème suivant. 


Fig. 145 Théorème 9.8. Le produit mix- 

te a-(b À\ c) est égal au volume v 

du parallélépipède construit sur les vecteurs a, b,c pris avec le 
signe « + » si Le trièdre a, b, c est direct et avec le signe « — » 


s'il est rétrograde. Si a, betc sont coplanaires, a.(b VA) ©) = 0: 
Autrement dit, 


v si a, b, c est un trièdre direct, 
a-(b Ac) = À —vw si a, b, c est rétrograde, 


} 


? 
, b et c sont coplanaires. 


© 
Ca 
=. 
& 


Démonstration. Soient a. b et c des vecteurs formant 
un trièdre direct. Désignons par v le volume du parallélépipède 
construit sur ces vecteurs, par s l’aire du parallélogramme cons- 


truit sur les vecteurs bet cet par À la hauteur du parallélépipède 
(fig. 145). Par définition du produit scalaire et du produit vecto- 
riel, on a 


a-(b/\c)= Ja] [bA cl cos 0 = |a] [b] |c] sin q cos 0 — 

— |b] |c| sin œ [a] cos 6, 
où est l'angle des vecteurs b et c, 6 l'angle des vecteurs a et 
b Ac. Puisque |b|]|c]sin ® = s et |a|cos 8 — À, il vient 
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a. (b À c) — sh — v. Si le trièdre a, b. c est rétrograde, on a 


h— |a cos (x — 0) = —|a|cos6. Donc a-(b f\ c) = —sh = 
— —v. Ce qui prouve la première proposition. 
Prouvons la deuxième proposition. Supposons que | les vecteurs 


a, betcsont coplanaires. Si a — 0, il est évident que a. (b A c) — 

= 0. Supposons que a # 0. Alors ou bien b Â c=0 (si bet c 
sont colinéaires), ou bien (b Â\ ©) La (si bet c ne sont pas coli- 
néaires). Dans tous les cas a-(b /\ c) = (0. = 


On a ainsi prouvé que si les vecteurs a, b et c sont coplanaires, 
a-(b À c) = 0. La réciproque est vraie: si a-(b À c) = 0, les 
vecteurs a, b et c sont coplanaires. En effet, si les vecteurs a, bet c 


n'étaient pas coplanaires, le produit mixte a (b \ c) — +vÆ£0 
d'après le théorème 9.8, ce qui est contraire à l'hypothèse. 


Corollaire. Le théorème nous permet d'établir immédiatement 
l'identité 


a.(b A c) = (a A b)-c, (1) 


qui exprime que les signes - et /\ peuvent être échangés dans le produit 
mixle. 


En effet, d'après la propriété 1° du produit scalaire, 
(a A b)-c = c(a A b). (2) 
D'après le théorème 9.8, 
a-(b Ac) =+v, c:(a À b) = +v. (3) 
Les trièdres a, b, cet c, a, b étant de même sens, c'est-à-dire ou 
tous deux directs ou tous deux rétrogrades, les seconds membres 


des égalités (3) doivent être pris avec le même signe d'après le 
théorème 9.8. On a donc 


a-(b A c) = c-(a À b) 
et en vertu de l'égalité (2) 
a-(b Ac)= (a Ab)-c, 
ce qu'on voulait. 


D'après l'identité (1) les produits mixtes a. (b A0) et (a A bj-c 
peuvent être désignés plus simplement par le symbole abc. 
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2. Expression analytique du produit mixte. 
Théorème 9.9. Le produit mixte abc des vecteurs 
a ={X1;, Yi, Zi}, b={Xo; Yo Lo}, C—={X3; Y'a; Zs} 
s'exprime par la formule 
Yo 2 


Vs Zs 


>?» 


2: À ZX, Y 
abc=X. 22 272 


Zs À3 X3 V3 
Démonstration. On a abc—a.(bf\c). D’après le théo- 
Z: ZX, 7e de 


rème 9.7, 
Za À3 X: V3 | 

En multipliant scalairement le vecteur a par le vecteur b A cet 
en appliquant le théorème 9.6, on obtient 
Y2 Z Z: À; X2 V2 
Y3 Zs Zs X3 X3 3 

Exemple. Trouver le volume du tétraèdre ABCD de sommets 
A:1;:1},B(4:4;:4), CB; 5; 5)et D (2; 4; 7). 


Solution. On sait du cours de géométrie élémentaire que 
le volume v, du tétraèdre A BCD est égal au sixième du volume 


du parallélépipède construit sur les vecteurs AB, AC et AD: 
on en déduit grâce au théorème 9.8 que v, est égal au 1/6 de la 
> —> — 

valeur absolue du produit mixte AB-AC-AD. Pour calculer ce 
—} 

produit mixte déterminons les composantes des vecteurs AB, 

— — £ : o à — ; _ 

AC et AD. D'après le théorème 9.2: AB ={3; 3; 3}, AC = 


= {2; 4; 4}, AD — {1; 3; 6}. Le théorème 9.8 nous donne 


+Y: +2; 


? 9 


Ac= {|| y 7) 


EE ee à 


+Y: 


+ Z, 


uns 44 4 2 2 4 
AB-AC.4D=38|, s|+5l6 [+5 s qe 
= 3.12—3.8+3.2— 18. 
D'où 
= -18—3. 


$ 9. Equations d’une surface et d’une ligne 


Soient donnés un système de coordonnées rectangulaires Oxyz, 
une surface $S (fig. 146) et une équation 


F (x, y; z) 0. (1) 


On dira que l’équation (1) est l’éguation de la surface S dans-le 
système de coordonnées Ozxyz si elle est satisfaite par les coordon- 
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nées de tous les points M (x; y; z) de S et de ces points seulement. 
Du point de vue de cette définition, la surface S est l’ensemble 
des points dont les coordonnées vérifient l'équation (1). 


Exemple. Dans un système de coordonnées rectangulaires, 
l'équation 
+ y +2 — R =0 ou + y + z = R° 
définit une sphère de rayon À centrée en © (0, O, O0) (fig. 14 


7). 
En effet, si M est un point arbitraire, la formule (7) (cf. $ 2, 
n° 5) nous donne 


OM=V 2x+y°+ 22. 


Donc cette équation est satisfaite par les coordonnées des points 
situés à une distance À de O et de ces points seulement. Par suite. 


Fig. 146 Fig. 147 


l'ensemble des points dont les coordonnées vérifient cette équa- 
tion est la sphère de rayon R et de centre O. 

Dans l'espace, une ligne peut être envisagée comme l’inter- 
section de deux surfaces, c’est-à-dire comme l’ensemble des points 
appartenant simultanément à deux surfaces, et définie respective- 


ment par la donnée de deux équations. Ainsi les équations 
F,(z; y; 2) =0, 

ve (2) 

F,(z; y; z)=0 


s'appellent équations de la ligne L si elles sont satisfaites par les 
coordonnées des points de L et de ces points seulement. 


Exemple: les équations des sphères 
22H y + (z—3)}2— 10, 
z+y+z—1 


définissent le cercle du plan Ozxy de rayon 1 centré en O. 
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$ 10. Equation d’un cylindre 


Soient données une ligne L dans le plan Ozxy et une direction 
fixe À dans l’espace (fig. 148). Une surface cylindrique S est la 
surface engendrée par une droite variable parallèle à la direction 
fixe A et s'appuyant sur la ligne L. La droite variable s’appelle 
génératrice, la ligne L, directrice de S. 

Pour fixer les idées, considérons une surface cylindrique S 
de génératrice parallèle à Oz et prouvons qu'elle est définie par 
une équation de la forme 


F(z; y) = 0. (1) 


En effet, supposons que l'équation (1) est l’équation de la 
directrice L. Prenons un point quelconque M (x; y; :) de S. Ce 


X 
, 
Nr 


Fig. 148 Fig. 149 


point est situé sur une génératrice. Si A7, est la trace de cette 
génératrice sur le plan Oxy, le point Af, € L et ses coordonnées x 
et y vérifient l'équation (1). Les points x, y, z satisferont aussi à 
cette équation, puisque F (x; y) ne dépend pas de z. Ainsi les 
coordonnées x, y, z de tout point À € S vérifient l'équation (1). 
Il est évident que si A7 (x; y; z) 4 S, alors AZ, (x; y) É L, c'est-à- 
dire que les coordonnées x, y ne vérifient pas l'équation (1). Ceci 
prouve que (1) est l'équation de la surface S. 

Donc l’équation d'un cylindre engendré par une génératrice 
parallèle à l’axe Oz ne contient pas la coordonnée 3 et coïncide 
avec l'équation de la directrice. Par exemple, si la directrice est 
l'ellipse 


+ 1, (2) 


le cylindre engendré s'appelle cylindre elliptique et son équation 
æst l'équation (2). 
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Remarquons que l'équation F (x; y) = 0 définit la ligne L 
dans le plan Ory mais que dans l’espace cette ligne est donnée 
par deux équations 


FR 


Ainsi par exemple, l'équation x* + y* — R° = 0 définit un cylin- 
dre circulaire (fig. 149) dont la directrice, qui est un cercle du 
plan Oxy, est donnée par les équations 


20: 


$ 11. Equations du plan 


Montrons que les plans et eux seuls sont des surfaces du premier 
ordre et considérons deux types d'équations du plan. 


1. Equation générale du plan. Soient donnés un système de 
coordonnées rectangulaires Oxyz un plan arbitraire x, un point 
Mo (To: Yo: Zo) ET, un vecteur’ 
N ={A; B; C} orthogonal à x 
(fig. 150). 

Considérons un point arbitrai- 
re M(z;y;z). Le point 7 
appartient au plan x si et seule- 

nes A 
ment si les vecteurs M,M et N 
sont orthogonaux. Les composan- 


tes du vecteur Moi MT étant éga- 
les à Z — Zy. Y — Yo. 2 — 20, la 
condition  d'orthogonalité de 
deux vecteurs [cf. $ 6. formule 
(3)] nous dit que le point 
M (zx; y; z) appartient au plan n si et seulement si 


A (x — 26) + B (y — yo) + C (2 — 20) = 0. (1) 


Fig. 150 


Ceci est l'équation cherchée du plan x, puisqu'elle est vérifiée 


par les coordonnées zx; y; z des points 7 de x. et de ces points 
seulement. 


En chassant les parenthèses on ramène l'équation (1) à la 
forme 


Az + By + Cz + (—Az, — Bys — Czo) = 0. 
En désignant le nombre —Azx, — By, — Cz, par D, on obtient 
Az + By + Cz + D = 0. (2) 


18—01561 
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L'équation (2) s'appelle équation générale du plan. Donc le plan 
est une surface du premier ordre, c'est-à-dire une surface dont 
l'équation est un polynôme du premier degré en zx, y, z 
Réciproque : toute équation du premier degré de la forme (2) 
définit un plan dans un système de coordonnées rectangulaires. 
En effet, soient donnés un système de coordonnées rectangu- 
laires Oxyz et une équation Az + By -— Cz + D — 0 de coeffi- 
cients À, B, C, D, arbitraires, À, B et C étant non tous nuls. Cette 


équation admet visiblement au moins une racine z,, Yo, 2 (si, 


par exemple, € 0, en choisissant arbitrairement zx, et y,, on 


obtient 2, = — À To — È Yo — æ) Donc il existe au moins 


un point Mo (To; Yo; z0) dont les baies vérifient l’équation, 
c'est-à-dire que Az, + By, + Czo + D = 0. En retranchant 
cette égalité de l'équation Az + By + Cz + D = 0, on obtient 
l'équation équivalente 


A (T2 — 20) + BY — Yo) + C  — 20) = 0. 

Cette équation (donc l'équation Az + By + Cz + D = 0) est 
confondue avec l’équation (1); elle définit par suite un plan x 
passant par Moro; Yo; Zo) et orthogonal au vecteur 

={4; B; C}). 

Le vecteur N —={4; B; C} orthogonal au plan x s'appelle 
vecteur normal à x. 

Exemple. Etablir l'équation du plan passant par le point 
Mo ( ; 1; 1) et orthogonal au vecteur N = {2; 2; 3}. 

Solution. D’après la formule (1) l'équation cherchée est 


2&—1)+2y—1)+3G—1)=0 


2x + 2y +3z—7—0. 
Prouvons en conclusion le théorème suivant. 


Théorème 9.10. Si deux équations A,x + By + C;,z + D, = 
= 0 et A,r + Boy + C:z + D, = 0 définissent un même plan, 
leurs coefficients sont proportionnels. 

Démonstration. En effet, les vecteurs V, = {A4,; B;; 


Ci}et N, = {4,; B,; C,} sont orthogonaux à ce plan, donc parallè- 
les. Donc les nombres À,, B, et C;, sont respectivement propor- 
tionnels aux nombres 4,, B, et C, (cf. formule (2), $ 4), c'est-à-dire 
que 


ou 


ou À, = uA,, B, = upB;, C;, = pC;. En multipliant la première 
équation par u et en retranchant de la seconde, on obtient 
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D; — uD, = 0, c'est-à-dire que D; = D, et par suite 


2. Angle de deux plans. Considérons deux plans x, et x, 
d'équations respectives A,x + By + Ciz + D, = 0 et A:ixr + 
+ Boy + Coz + D: = 0. | . 

L’angle y des plans n, et n. est l'ensemble {g, @ + x}, où œ 
est égal à l’angle de leurs vecteurs normaux W;, = {4,; B:; Ci} 


et N, — {4,3 B:; C:}. Cet angle est donné par la formule 


cos —MaVe _ __ ArdotBiBatCiCa (3) 
PT mi VARRTGVAITR TO 


3. Condition ce parallélisme des plans. Si des plans x, et 


sont parallèles, leurs vecteurs normaux W, et N, le sont aussi, et 
réciproquement. Donc 

A1 Bi Ci 

A ne 


La condition (4) est une condi- 
tion nécessaire et suffisante pour 
que les plans x, et 7, soient 
parallèles. 


4. Condition de perpendicu- 
larité des plans. Si des plans x, 
et x, sont perpendiculaires, leurs Fig. 151 


vecteurs normaux À, et V: sont 
orthogonaux, et réciproquement. La formule (3) nous donne 
immédiatement la condition nécessaire et suffisante de perpen- 
dicularité des plans x et x,: 


A4, + BB; + CiCa —— 0. 


9. Equation normale du plan. Distance d’un point à un plan. 
Soit donné un plan x dans l’espace rapporté à un système de 
coordonnées rectangulaires Oxyz (fig. 151). Menons par l'origine O 
une droite perpendiculaire au plan x. Cette droite s'appelle nor- 
male. Désignons par P la trace de la normale sur le plan x. Orien- 
tons cette normale de O vers P. Si les points O et P sont confon- 
dus, le sens sera arbitrairement choisi. Soient &. f et y les angles 
de la normale orientée et des axes de coordonnées, p la mesure 


algébrique de OP. 
18° 
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Etablissons l'équation du plan x en admettant que cos &, 
cos B, cos y et p sont connus. Considérons à cet effet le vecteur 


unitaire #7 de la normale. 


On a 
n = {cos &; cos B; cos y}. (9) 


Soit M (x; y; z) un point arbitraire. Ce point appartient au plan x 
—} 


si et seulement si la mesure algébrique du projeté de OM sur la 
normale est égale à p. c'est-à-dire si 


a 


pr- OM = p. (6) 


+ — — = 
Remarquons maintenant que pr- OM — n°OM et OM ={x; y; 2}. 


Le théorème 9.6 nous donne, compte tenu de (5), 
pr- OM = n.OM = rcosa+ycosf+ zcos y. (7) 


Des égalités (6) et (7) il s'ensuit que le point M (x; y; z) est sur 
le plan x si et seulement si ses coordonnées satisfont à l'équation 


x cos &œ + y cos B + z cos y — p = 0, (8) 


qui est l'équation cherchée. Cette équation s'appelle équation 
normale du plan. 


Théorème 9.11. La distance d d'un point M%* (x*; y*; 2) 
à un plan d'équation normale 


x cos &œ + y cos B + z cos ÿy — p = 0 
est définie par la formule 
d = |z* cos a + y* cos B + z* cos y — p |. 
Démonstration. Soit Q le projeté de A/* sur la nor- 
male orientée (fig. 151). D'après la relation de Chasles, PQ — 
= OÙ — OP, d'où 
d=|PQ1= 100 — OP |. 


—_— —>  — 
Or 0Q = pr- OM*, OP —p, donc 


d= pr. OM*— p (9) 
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D'autre part, pr- OM*--n.OM*. Le théorème 9.5 nous donne, 
compte tenu de (5), 


pr OM* = n.OM* = r* cos « + y* cos B-+ 2* cos y. (10) 


En combinant (9) et (10) on obtient en définitive 


d = |x* cos « + y* cos B + z* cos y — p |. M 


Montrons maintenant comment ramener l'équation générale 
du plan à la forme normale. Soit 


Az + By + Cz + D =0 (11) 
l'équation générale d'un plan et 


x cos a + y cos B + z cos y — p = 0. (12) 


son équation normale. Les équations (11) et (12) définissant le 
mème plan. leurs coefficients sont proportionnels en vertu du 
théorème 9.10. Ceci signifie qu'en multipliant (11) par un facteur 
u = 0, on obtient l'équation 


uAz + uBy + uCz + uD = 0 
qui est confondue avec (12), d'où 


uA = cos a, uB = cos f, uC = cosy, uD = —p. (13) 


Pour trouver le facteur u, élevons les trois premières égalités (13) 
au carré et additionnons: on obtient alors 


u°® (4° + B° + C*) = cos « + cos* B + cos* Y. 


Le second membre de cette égalité est égal à 1 d'après la formule 
(6) du $ 2. Donc 
1 

= ii ——__—— |, 

+ VA + B?+C: 
Le nombre u qui sert à ramener l'équation générale du plan à la 
forme normale s'appelle facteur de normalisation de cette équation. 
Le signe de u est défini par l'égalité uD — —p, c'est-à-dire que 
u est de signe contraire à D. 

Si D = 0 dans l'équation (11), u est pris indifféremment avec 

le signe + ou le signe —. 


Exemple. Trouver la distance d du point 4/* (1; 1; 1) au plan 
zx +2y +2z—8 = 0. 
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Solution. Pour appliquer le théorème 9.11, il faut d’abord 
ramener cette équation à la forme normale. Le facteur de normali- 
sation est 


u=1/V 1+22+ 222 1/3. 
En multipliant l'équation donnée par 1/3 on obtient l'équation 
normale du plan 


1 2 2 8 
Bat ee 


En portant les coordonnées de * dans cette équation on trouve 


d = |1/3 + 9/3 + 2/3 — 8/3 | = | —3/3 | — 


$ 12. Equations de la droite 


Comme déjà signalé, une ligne peut être envisagée comme 
l'intersection de deux surfaces dans l'espace et définie par la 
donnée de deux équations. En particulier, chaque droite peut 
être considérée comme l'intersection de deux plans et représentée 
par conséquent par deux équations du premier degré. 

Supposons que l’espace est rapporté à un système de coordon- 
nées rectangulaires Oxyz et soit L une droite arbitraire. Désignons 
par ñ, et ñ, deux plans distincts d'équations respectives 


Aix + By +<Cz: LD, =0, Ar + Bey + Ces + D, = 0 (1) 
se coupant suivant la droite L. Les équations (1) représentent la 
droite L si et seulement si les plans x, et x, ne sont ni parallèles, 
ni confondus, c'est-à-dire si les vecteurs normaux V, = {4,; B,; Ci} 


et NV, —{As; Be: C:} de ces plans ne sont pas colinéaires 
(les coefficients À,, B;, C\ ne sont pas proportionnels aux coeffi- 
cients 4,. B,, C:). 

Les équations (1) s'appellent équations générales de la droite. 


1. Equations canoniques de la droite. Les équations (1) ne 
sont pas toujours commodes à l'usage. c’est pourquoi elles sont 
utilisées sous une autre forme que nous proposons d'établir. 


Soient donnés une droite L et un vecteur a non nul porté par L 


ou parallèle à elle. Le vecteur a s'appelle vecteur directeur de L. 
Etablissons l'équation de la droite de vecteur directeur 


a= {l; m; n} passant par un point donné M, (2, ; Yo; Zo) (fig. 152). 
Soit M (z; y; z) un point arbitraire. Ce point appartient à la 


droite cherchée si et seulement si le vecteur Mob = {x — x; 
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y — Yo: Zz — Z} est colinéaire au vecteur directeur a ={l; m; n}, 
— — 
c'est-à-dire si et seulement si les composantes du vecteur M,M 


» 


sont proportionnelles à celles du vecteur a: 


ZT Zo __Y— Yo __ © — 20 : (2) 


l m n 


Les équations (2) sont les équations cherchées. On les appelle 
équations canoniques de la droite. 

Pour former les équations canoniques (2) si la droite L est repré- 
sentée par les équations (1), il faut : 

1) déterminer les coordonnées d'un point quelconque 
Mo (Toi Yo; Zo) de L; à cet effet il faut se donner une valeur 


: L 
M 
ec | 
” 
M, M 


Fig. 152 Fig. 153 


arbitraire d’une coordonnée, substituer cette valeur dans les 
équations (1) et trouver les valeurs des deux autres coordonnées 
en résolvant le système d'équations (1); 


2) trouver un vecteur directeur a ={l; m; n}. La droite L 
étant l'intersection des plans x, et n.. elle est orthogonale à 


Jeurs vecteurs normaux respectifs N, et N 2 (fig. 153). Donc pour 
vecteur a on peut prendre tout vecteur orthogonal à N, et Na, 
par exemple leur produit vectoriel a = N, \ Na. Les composantes 
des vecteurs N, et N, étant connues: N, = {A,; B,; Ci}et N, L 
= {4,; B,; C;}, le théorème 9.7 nous donne celles du vecteur a : 

À C, À, À, B, 


C: À, À, B, 
Exemple 1. Trouver les équations canoniques de la droite 
3x + 2y+4z— 11 —0, 
2r-- y—35:— 1—=0. 


? 


B, C 
B, C, }={i min). 
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Solution. En prenant. par exemple, z, = 1, on obtient 
le système 


2yo + 420 —8 = 0, 
Yo — 320 + 1 = 0 


qui donne y, — 2, 59 — 1. Mo (1: 2; 1) est donc un point de la 
droite. Cherchons maintenant un vecteur directeur a. On a NW, — 
= {3; 2,4}, N, ={2; 1; —3}, doù a = N, A N;: ={—10; 17; 
—1}, c'est-à-dire que ! — —10, m = 17, n — —1. Les équations 
canoniques cherchées sont donc: 

Z—1 _y—2 _ :—1 


—10 17  --1° 


2. Equations paramétriques de la droite. On a parfois intérêt 
à se donner une droite sous une forme autre que la forme cano- 
nique. Soit L une droite représentée par des équations (2). Desi- 
gnons par £ la valeur commune de ces rapports. Alors 
20. Vo. 2" 0, 
me où à 
d'où 
I=Zo+l, y— yo + mt, 2—= 2 + nt. (3) 


Les équations (3) s'appellent équations paramétriques de la droite 


L, de vecteur directeur a —{l; m; n}. passant par le point 
Mo (To; Yo Zo)- Dans les équations (3), { est traité comme un 
paramètre variant arbitrairement sur ]—co, +—oof et x, y, z comme 
des fonctions de t. Lorsque t varie, le point M (x; y; z) se déplace 
sur la droite donnée. 

Les équations paramétriques sont commodes dans les cas où 
il faut déterminer la trace d'une droite sur un plan. En effet, 
soient donnés un plan x et une droite L non parallèle à x, d'équa- 
tions respectives 


Az + By + Cz+ D = 0 et 
T=to+l, y—= y + mt, 2—= 20 + nt. 


Pour déterminer la trace de la droite L sur le plan n. portons les 
expressions de x, y et z dans l'équation de x. Toutes transiorma- 
tions faites, on obtient 
Aro + Byo + Co + D 
Al+ Bm+Cn 1 


t— — 


le dénominateur étant non nul, puisque L n'est pas parallèle à x 
(cf. $ 13). En portant la valeur de { trouvée dans l'équation de la 
droite, on détermine la trace M (x; y; 2) de la droite L sur le 
plan x. 
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3. Angles de deux droites. Soient L, et L, deux droites d'équa- 
tions respectives 
ZT y Yi #7 #1 Po Ta  U VS #22 


= HN LEA et 
li m1 n1 Le Ma Na 


L'angle de deux droites L, et L, de l'espace est l'ensemble 
LL ç +}, où (à est l'angle de leurs vecteurs directeurs 
a — {mn} et de = = {l,; m,; n,}. Cet angle est donné par la 
formule : 
hist mimitnine 
4. Condition de parallélisme de deux droites. Deux droites 
L, et L, sont parallèles si et seulement si leurs vecteurs directeurs 


COS @ — 


a ={himinj}ela, ={l;m; 
n,} sont colinéaires, c'est-à-dire 
si et seulement si 


Me sms" 
li Mi M 
9. Condition d’orthogonalité Fig. 154 


de deux droites. Deux droites 
L, et L, sont orthogonales si et seulement si leurs vecteurs direc- 


teurs a, = {l,; m,; n,}et a, = {l,; Mm,: n,} sont orthogonaux. 
c'est-à-dire si et seulement si 
Lila + MiMs + nina = 0. 
6. Distance d’un point à une droite. Soient donnés dans l’espace 
un point M, (r;; y: z) et une droite L d'équation =" 


! 
— TP == 2. La distance d de M, à Lest la hauteur du 


parallélogramme construit sur les vecteurs MM, Li Ti, 
Yi — Vos Z1 — 20} eta={l; m m; n) (fig. 154). 

Soit p — = MM, \ a. Puisque | p Le est égal à à l'aire du paralle- 
logramme construit sur les vecteurs LM, et a. il vient 


| [a| 
ou 
A +, 
— [Yi — Yo 2 — 2% |” 21 — 20 Ti — Lol” Ti — Lo Yi — Yo |” 
Pl = V/ + 
m n n l l m 


la] =VEEm Er. 
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2 


+ 


2 


+ 


Z1—Zo Yi — Yo l° 
I m 


2120 T1 T0 
n I 


VTEmetrs 


4 U1— Yo Z1—20 
m n 


$& 13. Position relative d’une droite et d’un plan 
1. Conditions de parallélisme et de perpendicularité. Soient 
donnés une droite L 


T— Ty _Y—Uo __ ZT 20 

+ = = —— 
et un plan x 

Az + By +Cz: + D = 0. 


La droite L est parallèle au plan x si et seulement si son vecteur 


directeur a —{l; m; n} est orthogonal au vecteur normal 


N = {A; B;C} du plan,cest-à- 
dire si et seulement si 
Al + Bm — Cn = 0. 
La droite L est perpendiculai- 
re au plan nsiet seulement si son 
vecteur directeur a est colinéaire 


au vecteur normal W du plan x, 


c'est-à-dire si et seulement si 
Fig. 155 A B C 


2. Angle d’une droite et d’un plan. Soient donnés un plan x 
Ar + By +Cz:+—D=0 
et une droite L 


T— To ._ Y—Yo _ 2—% 


l m n 
non perpendiculaire à x. Par angle œ de la droite L et du plan x 
on comprendra l'angle aigu de L et de sa projetée sur x (fig. 155). 
Soit 6 l’angle des vecteurs N — {A ; B; C}et a = {l;, m; n}. Si 
8< 2 (cas de la figure 155), alors q — 1/2 — 8 et sin ç — 
= sin (1/2 — 8) = cos8. Si 86> 12, alors çg — 80 — n/2 et 


sin ç = sin (8 — 1x2) = —cos 6. Dans tous les cas sin 0 — 
= | cos 6 |. Mais on sait calculer cos 8 [cf. $6, formule (4)], donc 
sin q-- |Al+ Bm-:-Cn| 


VAT EC Vienne 
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$ 14. Quadriques 


On appelle surface du second ordre ou quadrique une surface 
définie dans un système de coordonnées rectangulaires par une 
équation du second degré. 

Etudions les quadriques par la méthode des sections parallèles. 


1. Ellipsoïde. On appelle ellipsoide la surface définie dans un 
système de coordonnées rectangulaires par l'équation 


2 2 -2 
tr tesl (1) 

L'équation (1) s'appelle équation canonique de l'ellipsoïde. 
Etablissons la forme de l'ellipsoide. Considérons à cet effet 
les sections de cet ellipsoïde par des plans parallèles au plan Oxy. 
Chacun de ces plans est défini par une équation de la forme z — h, 


où h est un nombre quelconque, et les sections, par des équations 
de la forme 


82 + h° 
+ = bee (2) 


Etudions l'équation (2) pour diverses valeurs de h. 
1) Si [k]>c (c>0). alors + <0 et les sections 


sont des ellipses imaginaires, c'est-à-dire que les plans z :- h 
ne coupent pas l'ellipsoide. 


2) Si k= +c. alors +40 et les sections (2) dégé- 
nèrent en deux points: (0; 0; +c) et (0: 0; —c) (les plans z =+c 
sont tangents à l'ellipsoïde). 

3) Si |[h|<c. l'équation 
(2) peut être écrite sous la forme 
z° Fe y° = 


a*? "b*2 


les sections z = À sont des ellip- 
ses homothétiques de demi-axes 
at —=aVi—h"e et b* — 
= b V1 — he. Les valeurs a* 
et b* sont maximales pour À — 0, Fig. 156 
c'est-à-dire que la section de l'el- 
lipsoïde par le plan de coordonnées Ozxy est la plus grande ellipse. 
On obtient le même tableau en envisageant les sections de 
l’ellipsoïde par des plans parallèles aux plans de coordonnées Oxy 
et Oyz. 
Les sections considérées nous permettent de représenter l’ellip- 
soïde sous forme d'une surface ovale fermée (fig. 156). Les valeurs 
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a, b et c s'appellent demi-axes de l’ellipsoïde. Si a = b = c, 
l'ellipsoide se transforme en une sphère. 
2. Hyperboloïde à une nappe. On appelle *kyperboloïde à une 
nappe une surface définie dans un système de coordonnées rectan- 
gulaires par l'équation 


.2 


z° L 5 
EE eu RE 

L'équation (3) s'appelle équa- 
lion canonique de l'hyperboloïide 
à une nappe. 

Etablissons la forme de la 
surface (3). Considérons les 
sections de cette surface par les 
plans de coordonnées Ozxz (y = 0) 
et Oyz (x = 0). On obtient les 
équations 

r? 22 y? :2 
TE “72 — 1 et ns 


qui indiquent que ces sections 
sont des hyperboles. 

Considérons maintenant les 
sections de cet hyperboloïde par 
les plans z — À. Ces sections ont pour équations 


Fig. 157 


etat is où ts =. (4) 


On reconnaît ici des ellipses de demi-axes a* — a y1 + h°jc 
et b* — b V1 + hk°'c’. La section de l'ellipsoïde par le plan Oxy 
est la plus petite ellipse (a* — a et b* — b). Les demi-axes a* 
et b* croissent indéfiniment avec |A |. 

On peut donc se représenter l'hyperboloïde à une nappe comme 
un tube qui s'élargit indéfiniment à mesure que l'on s'éloigne 
(d'un côté et de l’autre) du plan Ozy (fig. 157). 

Les quantités a, b et c s'appellent demi-axes de l'hyperboloide 
à une nappe. Les deux premiers demi-axes sont représentés sur 
la figure 157. Pour tracer le demi-axe c il faut construire le rec- 
tangle principal d'une quelconque hyperbole. 


3. Hyperboloïde à deux nappes. On appelle hyperboloïde à 


deux nappes une surface définie dans un système de coordonnées 
rectangulaires par l'équation 


TE à (5) 
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L'équation (5) s'appelle équation canonique de l'hyperboluide 
à deur nappes. 

Etablissons la forme de la surface (5). Considérons à cet effet 
les sections de cette surface par les plans de coordonnées Oxz 
et Oyz. Ces sections ont pour équations 


Ce sont des hyperboles. : : 
Considérons maintenant les sections de l'hyperboloïde (à) 
par les plans z — h. Les sections 
z — h ont pour équation 
z° ER h° 


anse es d'où 
T° 


ti (6) 


Pour |k|>c(c > 0) les sec- 
tions z — À sont des ellipses 
homothétiques de  demi-axes 
a* — a While —1 et b* — 
— Vh'e® — 1. Les valeurs a* et 
b* croissent avec | À |. 

Pour À — —+c, les équations 
(6) ne sont vérifiées que par les 
coordonnées de deux points: 
(0; 0; +e) et (0: 0; —c) (les 
plans z — +c sont tangents à la 
surface (5)). 

Pour |k|<c,les sections z —h Fig. 158 
sont des ellipses imaginaires, 
c'est-à-dire que les plans z = À ne rencontrent pas l'hyperboloïde. 

On peut donc se représenter l'hyperboloïde à deux nappes 
comme une surface composée de deux nappes (d'où son nom) 
ayant chacune la forme d'une cuvette infinie (fig. 158). 

Les quantités a. b et c s'appellent demi-axes de l'hyperboloïde à 
deux nappes. Seule c est représentée sur la figure 158. Pour tracer 
a et b. il faut construire les rectangles principaux des hyperboles 
dans les plans Ozrz et Oyz. 


4. Paraboloïde elliptique. On appelle paraboloïide elliptique 
une surface définie dans un système de coordonnées rectangulaires 
par l'équation 


= 22, (7) 


où p>0, g > 0. 
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L'équation (7) s'appelle équation canonique du paraboloïde 
elliptique. 

Etudions cette surface par ses sections. Les sections par les 
plans de coordonnées Ozxz et Oyz qui ont respectivement pour 
équations 

zx — 2pz et y° — 2qz, 


sont des paraboles de sommet O symétrique par rapport à Oz. 
Considérons maintenant les sections de ce paraboloïde par les 
plans z — h. Elles ont pour équation 


2 2 è 2 
++ = 2h ou Le + =. (8) 


Pour h > 0, ce sont des ellipses homothétiques de demi-axes 
a* = Y2hpet b* — V 2hg. Les valeurs a* et b* croissent avec . 
Pour hk = Ù, la section dégénère 
en un point (le plan z = 0 est 
tangent au paraboloïde). Pour 
h << 0, les sections sont des ellip- 
ses imaginaires, c'est-à-dire que 
les plans z = k ne coupent pas 
le paraboloïde. 

Le paraboloïde elliptique à 
donc la forme d'une cuvette infi- 
nie (fig. 159). 

Le point (0; 0; 0) est le som- 
met, les nombres p et q, les para- 
mêtres du paraboloïde elliptique. 

Si p — gq, les équations (8) 

Fig. 159 représentent un cercle de centre 

sur Oz, c'est-à-dire que le para- 

boloïde elliptique peut être considéré comme une surface engen- 

drée par une parabole tournant autour de son axe. Une telle 
surface s'appelle paraboloïde de révolution. 


9. Paraboloïde hyperbolique. On appelle paraboloïde hyper- 
bolique une surface définie dans un système de coordonnées rectan- 
gulaires par l'équation 


EH 2, «) 


où p>0, g> 0. 

L'équation (9) s'appelle équation canonique du paraboloïde 
hyperbolique. 

Etablissons la forme géométrique de la surface (9). La section 
de la surface (9) par le plan Oxz a pour équations 


2? = 2pz 
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On reconnaît une parabole d’axe: de symétrie Oz, de sommet O, 
tournée vers le haut. Les sections y = h sont aussi les paraboles 
tournées vers le haut 


h? 
B=2p(i+ se). 
La section z = 0 est la parabole 
y = —2qz 


d’axe de symétrie Oz, de sommet ©, tournée vers le bas. 
Les sections x — hk sont les paraboles 


te: 


tournées vers le bas dont les sommets sont situés sur la parabole 
définie par les équations (10). 


Fig. 160 Fig. 161 
Enfin les sections z = k qui ont pour équation 
z? y? —)9 zè y? sn 
pq PUR 2m 


sont des hyperboles coupant le plan Ozz pour k >> 0, le plan Oyz 
pour k << 0. La section z — 0 est composée de deux droites con- 
courantes 


10 et +1 0. 
VPr Va . TE ° 


Le paraboloïde hyperbolique a la forme d'une selle (fig. 160). 
On a représenté sur cette figure les sections z = k pour hk > 0 
et À < 0. 

Le point (0; 0; 0) s'appelle sommet, les nombres p et q, para- 
mètres du paraboloïde hyperbolique. 
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6. Cône du second ordre. On appelle cône du second ordre 
une surface définie dans un système de coordonnées rectangulaires 
par l'équation 


2° y? 22 | 
ts — =0. (11) 


L'équation (11) s'appelle équation canonique du cône du second 
ordre. 
Considérons les propriétés géométriques du cône. La section 
y = Ô est composée de deux droites 
z° :° z : 4 2 
De es Ù ou ee 0 et nd 
Le façon analogue, la section x — 0 est composée de deux droites 
concourantes 


y RES M Le. 
Dern 
Les sections z — hk sont pour k > 0 et k < 0 les ellipses 


ae The ee OÙ es + KE = 1 


de demi-axes a+ #"tt 
dégénère en OU(0; O0; O). 
Le cône du second ordre est représenté sur la figure 161. 


et petit, Pour hk—0 la section 


CHAPITRE X 


ÉLÉMENTS D’ALGÈBRE SUPÉRIEURE 


$ 1. Matrices 


1. Définition d’une matrice. Soient donnés un système de 

coordonnées rectangulaires Ozxyz et un point M (x;,; x; x.) *). 
> 

Considérons le rayon vecteur **) OM du point M. Désignons par 


= 


e, es et e, les vecteurs de base unitaires. Le vecteur OM se décom- 
pose alors de la façon suivante: 


— ee — ain 


Une rotation d'angle & autour de © transforme le système de 
coordonnées Ozryz en un système Oxr'y'z'. Désignons par Zi, 2. 


? LA =! 


et z. les coordonnées de 4 par rapport à Ox'y'z" et par 6 e!, e! et 


€’ les vecteurs unitaires des nouveaux axes. Le vecteur Où M s'écrit 
par rapport au nouveau système: 


OM — Te, + rie, + Te, 
Ld e ae e 
En égalant les expressions de O7. on obtient 
Lie, — Too + Lez = 1,6, + Tes + To es- (1) 


Voyons comment les coordonnées de À! se sont transformées 
par la rotation du système de coordonnées. 


— 


Décomposons les vecteurs e;, e; et e, par rapport à l'an- 
cienne base : 


€, = Ayjéi  Anés + As6s 


€, = Ayoe; + 4 ré — Ago03s (2) 
€; = a, + An36» + Agnes. 


*) Dans ce paragraphe on désignera les coordonnées de .W par z;, ze 
et z., au lieu de 7x, y, =. 


**) On appellera rayon vecteur de M le vecteur OM. 
19—01561 
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— 


Les vecteurs e;, e, et e: étant unitaires, leurs composantes 
sont les cosinus directeurs : 


ne 7. “D 
ay = cos (e,, e), ajy—=cos(e,, €), a;3— cos (e,, €), 

LP he de 
dy = COS (6, €), Am=COS(e,, €), A23— COS (e,, e:). 

MS MS M 


— — 


dy = COS (63, 6;), az = COS (63, €), ds — COS (63, €). 
En substituant dans (1) les décompositions (2) des vecteurs e;, 
e, et e; et en regroupant les termes semblables, on obtient 


Les + Too + Tata = (QT, + Quote + Miss) € + 


+ (Qt, + Gants + Gate) € + (Gui, + got + AssTs) Es. 
D'où 
Ty = Gil, + ets + iso, 
La = GT, + Go2Ts + Goo (3) 
T3 = Agili + Ages + Gssls. 


Les coordonnées z,, x, et x; sont donc des combinaisons liné- 
aires des coordonnées x’, x, et x., qui sont complètement définies 
par les coefficients a;,, . .., a+. Nous sommes ainsi conduits à 
la notion de matrice. 


Définition. On appelle matrice de la transformation (3) le 
tableau 


jy yo ss 
A=|Gy Go 3 |. (4) 


Agy go 33 


Cette matrice s'écrit plus brièvement 
A = (a) (i=1, 2,3; j = 1, 2,3); 


&;, sont les éléments, ou coefficients, de la matrice À. 

La matrice 4 est composée de lignes et de colonnes. L'indice i 
désigne le numéro de la ligne, l'indice j. celui de la colonne. 
L'élément a;; se trouve à l'intersection de la ligne i et de la 
colonne j. 

En algèbre supérieure on étudie des matrices composées d'un 
nombre quelconque de lignes et de colonnes. Une telle matrice 
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est notée 


Gyy io Gin 

a an €» - 
À 2 TE si (5) 

Emi mo . ee mn 


Si le nombre de lignes est égal à celui des colonnes (m = n), 
la matrice est carrée d'ordre », sinon, rectangulaire. Ainsi la 
matrice (4) est une matrice carrée d'ordre trois. La matrice (5) 
est à m lignes et n colonnes. Si m = 1 et n >> 1 on obtient une 
matrice ligne (a,a,...a,), sim > let n = 1, une matrice colonne 


di 


mn 
Deux matrices À = (a;;) et B = (b:,) sont égales si leurs 
éléments correspondants le sont, c'est-à-dire si a;; = b;; pour 
tous i et j (il est entendu que À et B ont le même nombre de lignes 
et de colonnes). 


2. Propriétés des matrices. Comme les vecteurs, les matrices 
peuvent être ajoutées, multipliées entre elles et par un nombre. 

1° La somme de deux matrices À = (a;;) et B = (b;,) de m 
lignes et » colonnes est la matrice C = (c;;) d'éléments 


dy thbiy= y (=1,2,...,m; j=1,2,....n). 
On note: A+B=C. 
Exemple 1. 
1 00 0 00 140 0+0 0+0 1 00 
Ê 1 o+ (0 0 (00 10 0) [0 4 o) 
0 O0 0 001 \0+0 0O+0 O+1 0 01 


On définit de même la différence de deux matrices. 


2° On appelle produit d'une matrice À = (a;,) par un scalaire À 
la matrice dont chaque élément est égal au produit de l’élément 
correspondant de la matrice À par À: 


AA = À (ay) = (ay) (i=1,2,...,m; j—=1,2,...,n). 
Exemple 2. 
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3° On appelle produit d'une matrice À = (a;;) de m lignes 
et k colonnes par une matrice B = (b;;) de k lignes et r colonnes 
la matrice C = (c;;) de m lignes et n colonnes dont l'élément c;; 
est égal à la somme des produits des éléments de la ligne à de la 
matrice À par les éléments de la colonne j de la matrice B, c est-à- 
dire 

Ciy = Gnbiy + Gisdeg + + + + + Ginduy 
eh 2 sa ms 1 2 55 0: 

Signalons que le nombre À de colonnes de la matrice À doit être 


égal au nombre des lignes de la matrice B, sinon le produit n'a 
pas de sens. Le produit est noté: 4-B = C. 


Exemple 3. 


M Le 10 
7 \1.4+0.0+1.11.0+10-1+1-01-1+0-.0+1-1) +) 


1 0 0 O0 
Exemple 4. Soient a=( ]: 8=( A alors 


- Le pi be B.A + ne pe 
FU 5 0) 1 0) o o)"*! LS ni 00). et ? 
Donc 

A-B & B:4, 
autrement dit, la multiplication des matrices n'est pas commuta- 
tive. 


Remarque. La règle de multiplication est simple à retenir sous 
la forme suivante: l'élément c;; de C est égal au produit scalaire 
du vecteur ligne i de À par le vecteur colonne j de B. 


On s'assure par un calcul immédiat que la somme et le pro- 
duit de matrices sont justiciables des relations suivantes: 


(4 -— B)-C = A-C + B:-C, 
C-(4 — B)=C-A + C-B, 
A-(B°C) = (4-B):-C, 
(4 +-B -C—=A+(B +C). 
4° Multiplication par une matrice unilé. L'ensemble des élé- 


ments Gjj, Æops + + + Ann d'Une matrice carrée À = (a,,) s'appelle 
diagonale principale de A. On appelle matrice unité et on la note 
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E une matrice dont tous les éléments sont nuls sauf ceux de la 
diagonale principale qui sont égaux à 1. 
Ainsi la matrice unité d'ordre 3 est 
100 
E=|010|,. (6) 
001 


La matrice unité jouit de la remarquable propriété de ne pas 
modifier la matrice par laquelle elle est multipliée. C’est d’ailleurs 
de là qu elle tire son nom de matrice « unité » : elle est douée de la 
même propriété que le nombre { dans la multiplication des 
nombres. 
dis io 


1 0 
+) et E=( 1) . Multiplions 


21 os, 


Exemple 5. Soient A -( 


ces matrices : 


(PES 1 0 a : 
TAR #).( )-{ 11 Dh 
Au 4x) \0 1 As os 


1 ON fay a -( Giz 
g-A-(Q 1) Ce .) L do, sa 


A-E = À et E-A = À. 


d'où 


Remarquons qu'à la matrice unité (6) est associée la transfor- 
mation suivante des coordonnées d un point: 


LL Lots d—= In 
appelée ‘ransformation identique. 


A la notion de matrice est étroitement liée la notion de déter- 
minant. 


$ 2. Déterminants 


1. Définition d’un déterminant. Soit donnée une matrice 
carrée d'ordre trois 


d; b; Cal. (1) 


Définition. On appelle déterminant d'ordre trois de la matrice 
(1) le nombre désigné par le symbole 
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et défini par l'égalité 
À = bacs + bicols + C1Gobs — C10a@s — DiGoCs — G1C2b3. (2) 


Les nombres a;, a, az, bi, b2, ba, C1, c et c; sont les éléments 
de A. Les éléments a,. b,, c; forment la diagonale principale, les 
éléments a4, be. c1, la diagonale non principale. 

La règle de Sarrus qui se schématise comme suit 


K| 


permet de retrouver facilement l'expression (2): les termes de (2) 
affectés du signe « — » sont égaux au produit des éléments se 
trouvant sur la diagonale principale et sur les sommets de deux 
triangles ayant un côté parallèle à cette diagonale principale. Les 
termes affectés du signe « — » sont égaux au produit des éléments 
se trouvant sur la diagonale non principale et sur les sommets de 
deux triangles ayant un côté parallèle à cette diagonale non 
principale. 
Calculons par exemple 


3 —2 1! 
—2 1  31—=3.1.(—2)+(—2)-.3-.2+(—2)-0.1— 
2 0 —2 
—2.1:1—3-0-3—(—2)-(—2).(—2)= — 12. 


2. Propriétés des déterminants. Formulons et prouvons ces 
propriétés pour les déterminants d'ordre trois. À noter que ces 
propriétés sont valables pour les déterminants de tout ordre. 

1° Un déterminant ne change pas de valeur si l'on échange 
ses lignes et ses colonnes, c'est-à-dire que 


a b, c Gi M Ra 
Ga D C3 Ci Co C3 


Pour prouver cette propriété il suffit de calculer ces deux 
déterminants à l’aide de la formule (2) et de s'assurer qu'ils sont 
égaux." | 

La propriété 1° confère le même statut aux lignes et aux colon- 
nes du déterminant. Donc les propriétés ultérieures seront formu- 
lées pour les lignes et les colonnes mais prouvées uniquement pour 
les unes ou les autres. 
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2° Un déterminant change de signe si l’on permute deux de 
ses lignes ou de ses colonnes. Exemple: 


a b, C4 C, D a 
az 3 Ca C3 O3 &3 


Cette propriété se prouve comme la précédente. 


3° Si un déterminant a deux lignes identiques ou deux colonnes 
identiques, il est nul. 
En effet, si l’on permute les deux lignes identiques, on a 
d’après la propriété 2°: À = —A, d’où À = 0. Exemple: 
1 1 17 
2 215|—0. 
3 3 9 
&° Si l’on multiplie tous les éléments d'une ligne ou d'une 


colonne par un nombre ?., le déterminant est multiplié par À. 
Exemple : 


Aa, bc, a bc 
Aa, b, Co — } ds b, Ca 5 
Âa;3 b3 C3 a; bs Cs 


Pour prouver cette propriété il suffit de remarquer que chaque 
terme de la formule (2) contient un élément de chaque ligne et de 
chaque colonne. 


5° Si tous les éléments d'une ligne ou d'une colonne sont 
nuls, le déterminant est nul. 

Cette propriété est une conséquence de la précédente 
(pour À = O). 


6° Si les éléments de deux lignes ou de deux colonnes sont 
proportionnels, le déterminant est nul. 

En effet, si les éléments de deux colonnes sont proportionnels, 
en mettant le coefficient de proportionnalité en facteur on obtient 
un déterminant qui est nul, puisque deux de ses colonnes sont 
identiques (propriété 3°). Exemple: 


8 4 7 44 7 
63 91—-2133 9 
4 2 11 2,2; "T1 


7° Si chaque élément de la colonne » (resp. de la ligne n) est 
la somme de deux termes, le déterminant peut être représenté 
par la somme de deux déterminants dont la n#-ième colonne 
(resp. ligne) de l'un est composée des premiers termes de la som- 
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me des éléments et la #-ième colonne (resp. ligne) de l’autre, 
des seconds termes de la somme des éléments, les autres colonnes 
(resp. lignes) étant les mêmes pour les trois déterminants. Exem- 
ple: 


a,+a bc, a bd, c abc 
a,+a;, b, C|—=| a, b, c|+|a; b, c, |. 
a, 4; Da C3 a, b3 Ca a, b3 Ca 


Cette propriété se prouve par un calcul direct. 


8° Un déterminant ne change pas de valeur si on ajoute aux 
éléments d’une colonne (resp. ligne) les éléments d’une autre colon- 
pe (resp. ligne) multipliés par un nombre À. 

En effet, le déterminant obtenu peut être représenté d après 
la propriété 7° par la somme de deux déterminants. l’un confondu 
avec le déterminant initial, l'autre nul, puisque deux de ses 
colonnes sont identiques. Exemple: 


a; + Ab, b, c, a; bi oc, 1b, b, oc, a, bd, c, 
a3+ Ads Ds c: 3 Da C3 Àb: bb: © a; D, c; 


Pour formuler la propriété suivante d'un déterminant, nous 
aurons besoin des notions de cofacteur et de mineur. 

On appelle mineur d'un élément d’un déterminant le détermi- 
nant obtenu en supprimant la ligne et la colonne contenant cet 
élément. 

Exemple : le mineur de l'élément a, du déterminant À est 


b, 
le déterminant d'ordre deux ki 5 , le mineur de l'élément 
3 C3 


b,, le déterminant d'ordre deux 


On appelle cofacteur d'un élément d’un déterminant le mineur 
de cet élément multiplié par (—1}r, où p est la somme des rangs 
de la ligne et de la colonne contenant cet élément. Le cofacteur 
d’un élément sera désigné par la même lettre majuscule. Ainsi le 
cofacteur de a, sera À,, celui de b,, B,. etc. 

Si, par exemple, l’élément a, appartient à la première ligne 
et la deuxième colonne, alors p = 1 + 2 = 3 et son cofac- 
teur À, est 


1 


Ci 
== bac, ——, b,ca. 
C3 


Donc le cofacteur et le mineur d’un élément ne diffèrent que par 
leur signe. 
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Y2 Un déterminant est égal à la somme des produits des élé- 
ments d'une ligne ou d'une colonne par leurs cofacteurs. 
Autrement dit, on a les égalités suivantes: 


A =aA;+a.4, + ass À = 04, + b,B, + C1; (3) 
A =b,B, +b,B, +b,B; À =a.A, + b,B; +c:C:; (à) 
A=cC + cola + cl À = asAÀ3 + b3B3 + cz (5) 


Pour établir la première égalité par exemple, il suffit de mettre 
la formule (2) sous la forme 


A = a (b;cs — bits) + ax (bar — bis) + az (bic — bac). 


Les expressions entre parenthèses sont les cofacteurs des éléments 
d, da, et a. c'est-à-dire que 


Docs — bia — A3, bacs — bics — A2, bic — bacs = A3. 
D'où 
A \ — a; À; + AA » —+ AA 3° 


Les autres égalités (3) à (5) se prouvent de façon analogue. 

La représentation d'un déterminant par l'une des formules (3) 
à (5) s'appelle développement de ce déterminant suivant les élé- 
ments d’une colonne ou d’une ligne (la première formule est le 
développement suivant les éléments de la première colonne). 


Exemple. Calculer le déterminant 


2 4 6 
A=1]5 12 19 
3 17 


en le développant suivant les éléments de la première ligne. 
Solution. On a 


12 19 
9 17 


5 19 
3 147[7 


A Le 
3 9 


10° La somme des produits des éléments d'une colonne ou 
d'une ligne d’un déterminant par les cofacteurs des éléments 
d'une autre colonne ou d’une autre ligne est nulle. 

Montrons par exemple que la somme des produits des éléments 
de la deuxième colonne par les cofacteurs des éléments de la 
première colonne est nulle. Développons à cet effet le détermi- 
nant (1) suivant les éléments de la première colonne 


A =a;,4; + 0,4, + as43. (6) 


A=2 = 8. 
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Les cofacteurs À,, 4, et À, ne dépendent pas des éléments a;, 
a et a;. Si donc l'on remplace a,, a. et a; respectivement par A1, 
k; et hk; dans (6), on obtient l'égalité 


h, b, Cs 
h; 3 cs 


Si maintenant dans (7) on prend pour h,, hk, et h, les éléments b,, 
b, et b, de la deuxième colonne, le déterminant du premier mem- 
bre sera nul, puisque deux de ses colonnes sont identiques, et 
l'on obtient 


b,A, + b:A; — b:A43 mn 0. 


C.Q.F.D. 
On établit de façon analogue les égalités 


CA; —- CoA » — Cid 3 — 0, 
a,B, + a2Ba + a3B3 = 0, aC,-+ as + a3C3 = 0, 
c.B; + CoBa + CsB3 ÉE Ô, b,C; + biCa + b:C3 — 0 


ainsi que les égalités relatives aux éléments des lignes: 
GAs + bBs + C3 =0, aÀ3 + beBs + CC 3 = 0, 
AAe + bib + Ce = 0, ass + b3Bs + c3C2 = 0, 
GoAi + b:B, + cs, = 0, ad, + b3B, + c3C1 = 0. 


$ 3. Système de trois équations 
du premier degré à trois inconnues 


La théorie des matrices et des déterminants est largement 
utilisée aussi bien en mathématiques que dans ses applications. 
C'est un outil d'investigation dont le spectre est immense. 

Appliquons les matrices et les déterminants à l'étude d'un 
système de trois équations du premier degré à trois inconnues z, y. z: 


QT —- Doy + Coz = lo; (1) 
az +bay+c;z=h; 
(les coefficients a, &se, ag bis De, Das Ci Ce, C3 et les termes cons- 
tants k,, h, et h; sont donnés). 
On dit qu'un triplet de nombres z,, Yo: So est solution du systè- 


me (1) si la substitution de ces nombres aux inconnues x, y, z 
transforme les trois équations (1) en identités. 
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Les déterminants suivants sont essentiels pour la suite: 


a bb, c, h, db, « 
A = ds b, Col, A, = he b, Co ‘ 
a; D; c; h; b: c: 
a, À, € a db, h; 
Ay=la h, c|, A,=1|a b, h, 
a; h3 C3 az b3 h; 


Le déterminant À s'appelle déterminant principal du système (1), 

les déterminants A,, 4, et A. obtenus en remplaçant respective- 

ment la première, la deuxième et la troisième colonne par la 

colonne des termes constants, déterminants caractéristiques. 
Traitons les cas où A Æ 0 et À = 0. 


Cas 1. À 0. Montrons que le système (1) admet une solution 
et une seule. À cet effet multiplions les deux membres de la 
première, de la deuxième et de la troisième équation du systè- 
me (1) respectivement par les cofacteurs 4,, 4, et À, et addition- 
nons. On obtient 


(41 + dodo + 343) x + (b141 + b,43 + bsA3) y + 
+ (c141 + Codo + Ca43) 5 = hA4, + h43 + h343. 
Les propriétés 9° et 10° des déterminants nous donnent 
Acxz=h4, + h,A, +h343 = A.. 
On trouve de façon analogue 
A-y =hB, +h,B; +<h,B; = A,, 
À°-5 hiC: + ReCa + h:C;: — À,. 


Le système (1) nous conduit donc au système d’équations 


A: 
Re ee @) 


Les formules (2) s'appellent formules de Cramer *). 

Pour montrer que le système (1) admet une solution, substi- 
tuons à x, y, z les valeurs définies par les formules de Cramer et 
assurons-nous que les équations (1) se transforment toutes trois 


*) Cramer Gabriel (1704-1752), mathématicien suisse. 
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en identités. Pour la première équation on a 


A 
at +biy+cz=a., = +d + = 


—- _ {a (4, +h;4,+ h343) + 
+0, (kB,+h,B,+h3B;)+ ci (hC;+ h:C:+ h:C:)} = 
= _ {hs (a4,+b,B,+ 00) + h,(a,4,+b,B,+ cC;) + 


+ ha (ai43 + biB3+0cC:)} = h, 


puisque 
a14; + b,B, + CC — A 


d’après la propriété 9° et 
a), —+ b,B, + Css Da 0, a) À ; + b,B; + C1Cs — 


d’après la propriété 10°. 

On a ainsi établi que la première équation du système (1) se 
transforme en identité. On démontre de même que la deuxième et 
la troisième équation du système se transforment en identités. 

Donc le svstème (1) admet une solution. 

Les formules de Cramer établissent aussi l'unicité de la solu- 
tion du système (1). puisque le système (2) découle du système (1) 
et donc toute solution de (1) est solution de (2), c'est-à-dire s'ex- 
prime par les formules de Cramer. 

Ce qui précède nous permet de tirer la conclusion suivante: 
si le déterminant A du système (1) est différent de zéro, ce syste- 
me admet une solution et une seule qui est exprimée par les 
formules de Cramer. 


Exemple. Trouver les solutions du système 
I + 2y + 2—= 4, 
3z—9y+3z= 1, 
2x + Ty—2—=8. 


Solution. Puisque À = 33 Æ 0, ce système admet une 
seule solution définie par les formules (2): 


Donc x = 1, y = 1, : = Â est la solution de ce système. 


Cas 2. À = 0. Supposons que l’un au moins des déterminants 
caractéristiques AÀ,, A, A, est non nul. Dans ces conditions 
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l'une au moins des égalités (2) est impossible *), c'est-à-dire que 
le système (2) n’admet pas de solution, donc le système (1) n'en 
admet pas non plus puisque le système (2) découle du système (1). 
Supposons maintenant que les déterminants A,, À, et A, 
sont nuls. Etudions tout d’abord les systèmes homogènes. 
On appelle système homogène de trois équations du premier 
degré à trois inconnues un système de la forme 


axz+by+c;z=0, 
ax + by + cz = 0, (3) 
ax -L bay + ca = 0. 


Il est évident que ce système admet toujours la solution tri- 
viale x = 0, y = 0, : = 0. Si A O0, cette solution est unique 
(en vertu du cas 1). 

Montrons que si le déterminant À = 0, le système (3) admet 
une infinité de solutions non nulles. Faisons la démonstration en 
deux étapes. 

1) Supposons que l'un au moins des mineurs du déterminant A 


: Le a b 
est non nul, pour fixer les idées | “e 


; -£ 0. Le système homogè- 


ne composé des deux premières équations (3) peut être mis sous 
la forme 


air + biy = — cz, 
AT + Doy — — Coz. 


(4) 


Considérons les cofacteurs 4:, B., C. des éléments de la troisième 
ligne du déterminant: 


b, c, 


b, Co 


a, c a, b 
1 © 1 O1 
A, = » D Cr 


a; Co a, b, : 


Puisque C; = 0 par hypothèse, le système (4) admet une seule 
solution pour chaque :. Cette solution peut être mise sous la 
forme zx — 2 2 pr — me 3. Posons : — Cat. où t peut prendre 


3 3 
toute valeur. Il est alors évident que le système homogène (4) 
admet une infinité de solutions définies par les formules 


z = A, y = Bit, 5: = Cit, (5) 


où t est un nombre arbitraire. 

Reste à montrer que les solutions x, y, = définies par (5) trans- 
forment la troisième équation du système (3) en identité. En 
effet, en portant les expressions (5) de x, y. : dans le premier 


*) En effet, supposons par exemple que A,-0. L'égalité Ar — A, 
est alors impossible, puisque A-r — 0 pour tout z, alors que A, # U. 
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membre de la troisième équation, on trouve 
at + bay + Ca — (a34 3 +- b,B; + CaC 3) L — A-t — O-t == 0. 


Donc les formules (5) définissent une solution du système 
homogène (3) pour tout t. 

2) Supposons maintenant que tous les mineurs du détermi- 
nant À sont nuls. Ceci exprime que les coefficients des équa- 
tions (3) sont proportionnels. La deuxième et la troisième équation 
qui découlent alors de la première peuvent ètre éliminées et l’on 
obtient une seule équation à trois inconnues a,x + b,y + c,: = 0 
qui admet visiblement une infinité de solutions (on peut attribuer 
des valeurs arbitraires à deux de ces inconnues et résoudre l’équa- 
tion par rapport à la troisième). 

On a ainsi démontré que si À — 0, le système homogène (3) 
admet une infinité de solutions. 

Etudions maintenant le système (1) dans le cas où les détermi- 
nants À, A,, À,, À, sont tous nuls. Montrons que si le système (1) 
admet une solution, il en admettra une infinité. 

Soit Zo, Yo So une solution du système (1). On a les identités 


dilo + diÿo + C120 = Ras 
Auto + b2ÿo + CaZo = Ras (6) 
G3To + bsYo + Ca20 = Rs. 


En soustrayant membre à membre les identités (6) des équations (1) 
on obtient un système d'équations équivalent à ({) 


aa (2 — 20) + O4 (y — yo) + C1 (2— 20) — 0, 
a; (Z— 20) + bo (y — yo) + C2 (2 — 20) = 0, (7) 
A3 (x — To) + b3 (y — yo) + Ca (2 — 20) = 0- 


C'est un système homogène de trois équations du premier degré 
aux inconnues (zx — Zo), (y — yo) et (z — z,) dont le détermi- 
nant À est nul. Mais d’après ce qui vient d'être prouvé, ce syste- 
me admet une infinité de solutions, donc le système (1) aussi. Si, 
par exemple, le mineur C,; est non nul, la solution du système (1) 
peut être mise sous la forme (en vertu de la formule (5)) 


ZI = To + A:t, y = Yo + Bat, 3 = 29 + Cat, 
où t prend toute valeur. Ce qu’on voulait. Donc si À — À, = 


— À, = À, = 0, le système (1) ne possède pas de solutions ou 
bien en possède une infinite. 
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A titre d'exemple nous proposons au lecteur d'étudier les 
trois systèmes suivants: 


zty+z=2, r+y+z=]i, z+y+s=i, 
3z+2y+2z— 1, 2rty+z—=2, 2z + y +253, 
4x + 3y + 3z— 4, SI + 2y + 2: — 3, 8 + 3y + 3: = 4 
et de s'assurer que le premier ne possède pas de solutions (A = 0, 
A, = 10), le deuxième en possède une infinité (A — A 
— À,, — À, — 0) définies par les formules x = 1, y —t. 
— — t, le troisième n’en possède aucune (A = À, — À, — À, — 
— 0). Dans le troisième système, on pourra s'assurer de l’incom- 
patibilité des deux premières équations. 


Es 
æ” 
æ 


$ 4. Ecriture matricielle d’un système 
d’équations linéaires. Notion de matrice inverse 


Considérons de nouveau le système d'équations (1) du $ 3: 
aix + b,y + C2 ne h,, 

at +boy+c:z= hs, (1) 
ast + bay + c35 = ha. 


Introduisons les notations suivantes: 


a à, c, z h, 
A=|a bb, 1, X=|yl, H=|h 1. (2) 
ls Ds C3 z Rs 


En utilisant la règle de multiplication des matrices, on peut 
mettre le système (1) sous la forme matricielle équivalente 


AX = H, (3) 


où À est une matrice donnée : À, une matrice colonne donnée ; X, 
une matrice colonne inconnue. Une solution de l’équation (3) est 
une matrice colonne À qui transforme l’équation (3) en identité. 

Supposons que le déterminant À de la matrice À est non nul. 
Alors, comme établi au $ 3, le système (1), donc le système (3), 
possèdent une solution unique donnée par les formules de Cra- 
mer. On se propose de représenter la solution de l'équation (3) 
sous une forme matricielle. Introduisons à cet effet la notion de 
matrice inverse. 

On appelle inverse d’une matrice À une matrice notée A1 
telle que 


AA = A AT LE, (4) 


où Æ est la matrice unité. 
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Montrons que si À 0, l'inverse de la matrice À est la matri- 


ce suivante: 
AA A,'A AA 
At = [sua B,/A B./A | x (5) 
Ci/A CJA  C;/A 


où À;, B;, C; désignent les cofacteurs des éléments a;, b;, c; 
(ë = 1, 2, 3) respectivement. Pour cela il nous faut prouver que 
la matrice (5) satisfait aux conditions (4). Vérifions par exemple 
l'égalité 
A-A'—E. 

En multipliant À par A7, on obtient 

a bi ©\ /Ay/A A/A AA 1 0 0 

ur-[e b, «] (ava B,/A ga) = 1 o]=E 
C/A CJA  C,/A 0 O0 1 


On s'est servi du fait qu’en vertu des propriétés 9° et 10° 


az Ù3 C3 


À si i=-}, 


a; A;+b;B;+c;C;=— O sinon. 


Donc, en particulier, l'élément de la matrice AA”! qui est con- 
tenu dans la première ligne et la première colonne est égal à 
(&4, + b,B, + c,C,)'A = A/A = 1 et l'élément qui appartient 
à la première ligne et la deuxième colonne à (a,4, + b,B, + 
+ C1C2+)/A —= 0. 

On s'assure que tous les autres éléments de la matrice À 4 - 
sont égaux aux éléments correspondants de la matrice £. Ainsi 
AA”! -- E. On démontre de mème que A-!'A = E. 

Donc l'inverse de la matrice À est la matrice À“! définie par 
la formule (5). De l'égalité (4) il s'ensuit que la matrice À est 
l'inverse de la matrice A-!. Les matrices À et À-! sont donc 
inverses l’une de l'autre. 


Remarque. Si le déterminant À — 0, la matrice inverse À! 
n'existe pas. 

Ütilisons la matrice inverse pour résoudre l'équation (3). Une 
multiplication de l'équation (3) à gauche par la matrice À”! 
nous donne 


ATTAX = AH. (6) 
Comme A-!'4 = E et EX = X, on déduit de (6) 
X = ATH. (7) 


Il est immédiat de s'assurer que l'expression de À est bien 
la solution de l'équation (3). En effet, en la portant dans (3) on 
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obtient 
AATH = H. 


Cette égalité est une identité, puisque AA! — Æ et EH = H. 

Si donc À 0, la solution de l'équation (3), donc du systè- 
me (1), peut être mise sous la forme matricielle (7). Cette solution 
est la même que celle qui a été acquise au $ 3 par les formules de 
Cramer. Ce fait qui découle de l’unicité de la solution du systè- 
me (1) pour À 0 se vérifie immédiatement par la substitution, 
dans la formule (7), de l'expression (5) de À -' et des expressions (2) 
de X et de A. Alors 


T A,/A A,/A A3/A h, 
É | — [sua B,IA B;/A | Ê | ; 
5 Ci/A CJA CJ/A h, 


d'où z = (LA, + h,4, + hASYA = A'A, y = (kB, +h.B, + 
ce k:B3)/A = A,/A, 2 — LA C, + h.C. + h:C3) A —= A_/A. 


Exemple. Résoudre le système d'équations 


z+2y+z= 1, 
27+y+z= —1, 
z+3y+z—=2. 


Solution. On a 


1 2 1 4 
a: 1 1 m1) 
4 3 1 2 


La matrice À possède une matrice inverse À“! puisque son déter- 
minant est égal à 1. La formule (5) nous donne 


—?2 1 1 
m-(- | 
Do —1 — 


D'après la formule (7) 


ERA) 


d'où z = — 1, y —1, z = 0. 

Signalons en conclusion que l'étude des systèmes d’équations 
du premier degré à plusieurs inconnues et de nombreux problè- 
mes de mathématiques nous conduit à envisager des matrices et 
des déterminants d'ordre n arbitraire (r — 2, 3, 4, ...). La 


20—01561 
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théorie des matrices et déterminants d'ordre z se construit par 
analogie à celle des matrices et déterminants d'ordre trois. Cepen- 
dant son élaboration rigoureuse implique l'introduction d'autres 
notions et la démonstration de nombreux théorèmes complexes. 
Ceux qui voudraient élargir et approfondir leurs connaissances 
sur cette théorie et sur la théorie des systèmes d'équations du 
premier degré à plusieurs inconnues peuvent s'adresser à n'im- 
porte quel cours d’algèbre supérieure *). 


*) Par exemple à A. Kurosh, Cours d’algèbre supérieure. Trad. fran- 
çaise. Ed. Mir, 1984. 


CHAPITRE XI 


FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES : 
NOTION, LIMITE ET CONTINUITÉ 


$ 1. Notion de fonction de plusieurs variables 


1. Remarques préliminaires. Jusqu'à maintenant nous avons 
étudié des fonctions d’une variable. 

L'étude de nombreux problèmes nous conduit à envisager des 
relations entre plusieurs variables dans lesquelles les valeurs de 
l’une d'elles sont complètement définies par celles des autres. 
Ainsi, par exemple, la température d’un corps à un instant { peut 
varier d’un point à l’autre. Chaque point de ce corps est défini 
par trois coordonnées zx, y, 3, donc la température dépend de: 
trois variables x, y et z auxquelles peut s'ajouter une quatrième 
si l’on fait intervenir le temps t. L’aire d'un rectangle de côtés 
x, y dépend de deux variables x, y; le volume d’un parallélépipède 
rectangle de dimensions zx, y, : dépend de trois variables x, t, =. 
On peut multiplier à l'infini les exemples de telles relations. 

Cette partie du cours est consacrée à l’étude de telles rela- 
tions. À cet effet introduisons la notion de fonction de plusieurs 
variables et développons l'appareil mathématique nécessaire 
à l’étude de ces fonctions. 


2. Définition d’une fonction de deux et de plusieurs variables. 
La fonction de deux variables se définit comme celle d'une va- 
riable. 

Définition. Soient À, Ÿ et Z des ensembles de nombres. On 
appelle fonction de deux variables l’ensemble f des triplets ordon- 
nés (z;y;2)},xE€X,yEY,2:€Z, tels que chaque couple ordonné 
(x; y) figure dans un triplet et un seul de cet ensemble, et cha- 
que z, dans au moins un triplet. Ceci étant, on dit qu’au couple 
ordonné de nombres (x; y) est associé le nombre : et on note 
z = f (x; y). Le nombre z s'appelle valeur de la fonction f au point 
(x; y). La variable z s'appelle variable dépendante, les variables x 
et y, variables indépendantes (ou arguments); l'ensemble {(x; y)}, 
ensemble ou domaine de définition de f, l’ensemble Z, ensemble 
ou domaine des valeurs de f. 

Puisque à tout couple ordonné de nombres (x;#y) est associé 
un point unique M du plan rapporté à un système de coordonnées 
rectangulaires fixé et, réciproquement, à chaque point M corres- 


20* 
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pond un couple ordonné unique de nombres (x; y), une fonction de 
deux variables peut être traitée comme une fonction du point M 
et au lieu de z = f (x, y), on peut écrire z = f (M). L’ensemble de 
définition de la fonction est dans ce cas un ensemble {M} de 
points du plan. Dans la suite on utilisera les deux notations d’une 
fonction de deux variables. 

Comme dans le cas d’une variable, il existe plusieurs procédés 
de définition d'une fonction de deux variables. Dans les exem- 
ples on se donnera généralement une fonction sous forme analyti- 
que, c’est-à-dire par une formule. Dans ce cas l’ensemble de défi- 
nition de la fonction sera l’ensemble de tous les points du plan en 
lesquels cette formule a un sens. 

Considérons des exemples de fonctions de deux variables. 

1. z — 2° + y*. L'ensemble de définition de cette fonction 
est l’ensemble {M} de tous les couples de points (x; y), c’est-à-dire 
le plan Ozxry tout entier, l’ensemble des valeurs, l'intervalle 
Z = [0, + oo. 


2. z = Wi—zx — y". L'ensemble de définition de cette 
fonction est l’ensemble de tous les points en lesquels l’expression 
V1 — x — y? a un sens, c’est-à-dire l’ensemble des points en 
lesquels 1 — 2° — y* > 0 ou 1° + y°<L 1. Cet ensemble est un 
disque de centre © et de rayon 1. L’ensemble des valeurs est 
l'intervalle [0, 1]. 


3. z =- 4/Vx° + y® — 1. L'ensemble de définition de cette 
fonction est l’ensemble des points dont les coordonnées satisfont 
à l'inégalité x° + y° > 1, c’est-à-dire l’ensemble des points exté- 
rieurs au disque de rayon 1 centré en O. L’ensemble des valeurs 
est l'intervalle J0, + ol. 

De ces exemples il ressort qu'une fonction de deux variables 
peut être définie sur tout ou partie du plan Ozxy. 

Du cours de géométrie analytique on sait que l’ensemble de 
tous les triplets ordonnés (x; y; z) engendre un espace de coordon- 
nées. À chaque triplet (zx; y; z) est associé un point unique 
M (zx; y; 2) de cet espace et réciproquement. Si au lieu d’un ensem- 
ble {M} de points du plan, on envisage un ensemble {M} de 
points de l’espace, on peut définir par analogie une fonction u — 
= f (M)ouu =f(x; y; 5). Une fonction de trois variables peut 
être définie sur tout ou partie de l’espace. Ainsi la fonction u — 
= 2° + y* + z* est définie sur l’espace tout entier, la fonction 
u = ]n zyz, sur l’ensemble des points dont les coordonnées satis- 
font à l'inégalité xyz > 0. Les ensembles des valeurs de ces 
fonctions sont respectivement les intervalles [0, + œ[ et 
]— ©, + oo. 

On définit de même une fonction de quatre variables u — 
= f (x, y, z, t). Dans ce cas l’ensemble des quadriplets ordonnés 
(z; y; z; t) engendre un espace à quatre dimensions. Chaque 
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quadriplet (x; y; z; t) est un point de cet espace. Cependant on 
ne peut plus se représenter géométriquement le domaine de défi- 
nition d’une fonction de quatre variables. On définit de façon 
analogue les fonctions de cinq et, d’une façon plus générale. de r 
variables u = f (x,, ze, . . ., Ta). 

Dans la suite on étudie en détail les fonctions de deux varia- 
bles ; à noter que la généralisation des définitions et des résultats 
obtenus aux fonctions de trois et de plusieurs variables n'apporte 
en principe aucune complication. 


S 2. Représentation géométrique 
des fonctions de deux variables 


On sait qu'une fonction d’une variable se représente dans le 
plan par une courbe d'équation y = f (x). Une fonction de deux 
variables se représente dans l'espace par une surface d’équation 
z— f(x, y). 

En géométrie analytique on étudie les surfaces et leurs équa- 
tions. Par exemple, l'équation 53 — 2x + 5y + 10 = 0 est l’équa- 
tion d’un plan. Ce plan est le graphique de la fonction z — 2x — 
— 5y — 10. 

L’équation 2° + y* — = — R* est l’équation d'une sphère de 
rayon À et de centre ©. Par ailleurs, la sphère est la réunion des 
graphiques de deux fonctions: : — WR?— zx? — y et z — 
= — V BR — 2 — y. 

La construction des graphiques de fonctions de deux variables 
est souvent très compliquée. [l existe cependant une méthode de 
représentation graphique des fonctions de deux variables basée 
sur les sections de la surface : = f (x, y) par des plans z = c,où c 
est un nombre quelconque. 

On appelle ligne de niveau d’une fonction z = f (x, y) l’ensem- 
ble des points (x, y) du plan Oxy en lesquels cette fonction prend 
la même valeur c. Il est évident qu’on obtient des lignes de niveau 
différentes en faisant varier c. 

Si les nombres c;, C», . . ., C, forment une progression arithmé- 
tique de raison k, la position relative des lignes de niveau corres- 
pondantes nous donne une idée générale de la forme de la surface. 
Si les lignes de niveau sont fortement concentrées, la fonction 
croit rapidement (et la pente est raide); si les lignes de niveau 
sont faiblement concentrées, la fonction croît lentement (et la 
pente est douce) (fig. 162). Il est clair que plus h est petit et plus 
la représentation de la fonction est précise. 

La « ligne de niveau » a été empruntée à la cartographie, où 
elle représente les points de même altitude. La ligne de niveau 
donne une idée non seulement de l'altitude d’un point d’une 
région, mais aussi du relief, ce qui est particulièrement important 
si cette région est montagneuse. 
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Exemple. Construire les lignes de niveau de la fonction =: = 
= À + y. 

Solution. Les lignes de niveau de cette fonction sont 
définies par l'équation xz° + y* = c (0 c< + oo). En faisant 
varier c on obtient une famille de cercles concentriques. Pour 
c — 0 la ligne de niveau dégénère en le point (0; 0) (fig. 163). 


Fig. 163 


Puisque les lignes de niveau sont ici des cercles centrés en ©, 
la représentation graphique de cette fonction est une surface de 
révolution autour de l’axe Oz. En fait, on sait du cours de géo- 
métrie analytique que l’équation : — x* -- y° représente un para- 
boloïde de révolution. 


$ 3. Limite d’une fonction de deux variables 


Introduisons la notion de ô-voisinage d'un point donné 
Mo (Zo: Yo) et la notion de suite convergente de points du plan. 


Définition 1. On appelle 6ô-voisinage d'un point M, (to; Yo) 
l'ensemble {Àf (zx; y)} des points dont les coordonnées x et y 
vérifient l'inégalité V (x — z,)? + (y — yo)° << 6 ou, plus briè- 
vement, p (M; Mo) << 

En d’autres termes, un ô-voisinage du point A7, est l’ensemble 
des points intérieurs à un cercle de centre Àf, et de rayon 6. ou 
encore un disque ouvert de centre M, et de rayon 6. 

Considérons une suite de points M, (x, ; y,), M, (x; y2), . 
sc.) Mn (Zn; Yn), -.. que nous de rnerone brièvement par M, y*). 


Définition 2. On dit qu'une suite de points (M } converge 
vers un point À, si pour tout e > 0 il existe un entier N tel que 
pour n>Nlon ait p(Mh; Mo) < €. 


*) La donnée oi Ge suite (M, } équivaut à la donnée de deux suites 


numériques {z,} }, puisqu'un point du plan est défini par deux 
coordonnées: x F5 
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Le point A7, s'appelle limite de la suite {M,}. 

On note ceci: lim M, = M, ou M,—- M, lorsque r—+ oo. 

n—+00 

Signalons que la notion de suite convergente de points du 
plan généralise celle de suite numérique convergente. En effet, 
la donnée d’une suite {M,} de points de la droite équivaut à la 
donnée d’une suite numérique {zx,} et l'inégalité p (M, ;, M;) < e 
se transforme dans ce cas en l'inégalité | x, — x, | << €. 

Définissons maintenant la limite d'une fonction de deux va- 
riables. Cette définition est identique à celle de la limite d'une 
fonction d'une variable *). 

Soit : = f (A) une fonction définie sur un ensemble {M} et 
soit M,E{M} ou M,É{M}un point dont tout ô-voisinage contient 
au moins un point de {M} autre que À, 

Définition 3. On dit qu'un nombre À est la limite de la fonction 
z = f (M) au point M, si pour toute suite de points {M,} (M, = 
Æ Mo, Mn € {M}) la suite correspondante {f (Af1,)} des valeurs 
de la fonction f converge vers À. 

On note ceci: 


lim f(A1)—A ou lim f(x, y)=: 4 
M—Mo X—Xx0 
U—yo 
Trouvons, par exemple, la limite de la fonction f (x, y) = 
= 2° + y au point À, (1; 2). Cette fonction est définie sur le 
plan tout entier. Pour toute suite de points {M,} convergeant 
vers À/,. on a 


Hi à (an + yn) = lim 2 + lim Yn = 12+22—5, 
donc lim A y?) = 9. 


Citons un exemple de fonction ne possédant pas de limite en un 
T— 1) 

l 
sur la droite x + y = 0. Montrons qu'elle n'admet pas de limite 
au point (0: 0). Choisissons à cet effet deux suites de points 
M, (Ln: 0) et MAx(0; 1/7) convergentes vers le point (0; O); 
alors 


; .. 4/n—0 O—AÂ/n 
lim j (17,) nn — 1 et st Î (: 1h) = — HN En VE i/n — 


Donc à deux suites de points différentes convergeant vers l’origine 
des coordonnées correspondent deux suites de valeurs de la fonc- 
tion possédant des limites différentes. Par conséquent. cette 
fonction n’admet pas de limite en (0; O0) d’après la définition 5. 


point. La fonction f(x, y) — est partout définie sauf 


*) Il est recommandé de reprendre la lecture du chap. IV. $ 2. n° 1. 
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La limite d’une fonction de deux variables a été définie à l’ai- 
de de la notion de limite d’une suite. Comme pour une fonction 
d'une variable, on peut produire une définition équivalente en 
termes de € et Ô 


Définition 4. On dit qu’un nombre À est la limite d'une fonc- 
tion z = f (M) en un point M, si pour tout € > 0 il existe un ô>0 
tel que pour tout point ME {M} vérifiant la condition 
0<p (M; M5) < 6, l’on ait | f (M) — À | <e. 

En signes logiques, cette définition s'écrit 


Ve => 0, 36 > 0, VM € {M}, O<p (M; M,)<8: 
[SM —Al<e. 


L’équivalence des définitions 3 et 4 se prouve comme pour une 
fonction d’une variable, sauf que dans la démonstration du théo- 
rème 4.1 il faut remplacer la suite {z,} par la suite {M,}, le 
point x,, par le point M, les différences | x — zx, [et |z, — zx, | 
respectivement par les distances p (M; M.) et p (M,: M.) et 
enfin la suite numérique {f (7,)} par la suite numérique {f (M,)}. 

La définition de la limite d’une fonction de deux variables 
nous permet d'étendre les théorèmes fondamentaux des limites 
d’une fonction d'une variable à une fonction de deux variables. 
On a par exemple le théorème suivant. 


Théorème. Si f (M) et g (M) sont des fonctions définies sur le 
même ensemble {M} et possédant les limites B et C en M, les fonctions 


f(M)+e(M), f(M)-g(M) et À TE (C0) admettent en M, des 


limites respectivement égales à B + C, B-C et 


B 
Cr 

La démonstration de ce théorème est identique à celle du 
théorème 4.3 : elle peut en être déduite par un changement formel 
des lettres x et x, en M et M,et par une utilisation de la défini- 
tion 3 de la limite d’une fonction de deux variables à la place de 
la définition 1 de la limite d’une fonction d’une variable. 


Définition 5. On dit qu'une fonction 3 = f (M) est un infini- 
ment petit en un point M — À, (ou lorsque M— M,) si 


Si la fonction z = f (M) admet au point M, une limite égale 
à À, la fonction &« (M) = f (M) — À est un infiniment petit 
au point M,. En effet, Jim a (M) = lim U (M) —A]=limf(M)— 

M— MM 

— lim 4 = A—A = 0. "D: où l'on “déduit une Répreentation 

M—Mo 
spéciale de la fonction qui admet au point M, une limite égale 
à A: f(M) = À + a (M), où lim & (M) = 0. 

M—Mo 
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Les fonctions infiniment petites de deux variables sont justicia- 
bles des mêmes règles de comparaison que les fonctions infiniment 
petites d’une variable. Comme dans le cas d’une variable, par 
o (B) on comprendra tout infiniment petit en A/, d'ordre supérieur 


à B (M), c'est-à-dire que lim —2®) = 0, 
M— Mo 


$ 4. Continuité d’une fonction de deux variables 


La continuité d’une fonction de deux variables se définit. 
à l’aide de la notion de limite. 


1. Définition de la continuité d’une fonction de deux variables. 
Soient f (A7) une fonction définie sur un ensemble {M} et 
M, € {M} un point dont tout Ô-voisinage contient des points de- 
{M} autres que M4. 


Définition 1. On dit que la fonction 3 = f (M) est continue 
au point M, si elle admet une limite égale à sa valeur en ce point, 
c’est-à-dire que 

lim f(M)--f(M,) ou limf(r, y)—=f(ro, y)- 
MMo x x0 
yo 

D'après la définition de la limite d'une fonction en termes de- 

suites, cette définition de la continuité d’une fonction en M, 


équivaut au fait que pour toute suite {M,} (M, € {M}) conver- 
ceant vers M,, la suite {f (M,)} converge vers f (M): 


lim f(MA)=f(4) ou lim f(tr, Un) = 1 (to yo)- 
11 + © rt — C0 
Les points en lesquels une fonction n'est pas continue s’appel- 


lent points de discontinuité de cette fonction. 
Par exemple, la fonction 


T—Y 
hu z+yÆ0, 
14 si z+y—0 


est discontinue en (0; 0), puisqu'elle n'admet pas de limite lors- 
que z—>0,y—+0;la fonction 


f(x, n={ 


xt y? partout sauf pour z=— 1, y—2, 


f(x; y = | 0 


est discontinue au point (1, 2), puisque lim f(x, y) = 5 
x! 


pour x—1, y—2 


y—r2 
et f (1; 2) = 0. 
Definissons la continuité d’une fonction à l’aide de la défini- 
tion de la limite d’une fonction en termes de £ et 6. 
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Définition 2. On dit qu'une fonction z — f (M) est continue 
en un point M, si pour tout e > 0 il existe un Ô > 0 tel que pour 
tout point M € {M} vérifiant la condition p(M; M,)<&6 
l'on ait |f(M) —f(M)I1<e. 

En signes logiques cette définition s'écrit 


Ve 0, 160, VW C{M}, p(M; M) <8:|f(M)—f(M)|<e. 


En se servant de ces définitions et des théorèmes respectifs 
sur les limites on peut comme pour le cas d’une fonction d'une 
variable prouver que les opérations arithmétiques sur les fonc- 
tions continues et la composition de fonctions continues sont des 
opérations stables. 

La définition 1 de la continuité d’une fonction est utilisée 
dans la suite sous une autre forme. 

Appelons accroissement total de la fonction : = f (Af) en un 
point f, la fonction Az définie par la formule 


= f (M) — f (M), 


où A1 est un point quelconque du domaine de définition de z. 
Soient (zo; Yo) et (x; y) les coordonnées respectives des points A, 
et M. Posons z — x, = Az et y — y, = Ay. Pour Az on obtient 
alors l'expression suivante: 


As = f (Zo + Az, Yo + Ay) — (To: Yo)- 


Définition 3. On dit que la fonction : = f (M) est continue 
er M, si son accroissement total en Àf, est un infiniment petit 
lorsque M— Mo, c'est-à-dire que 

lim Az= lim{[f(Af)—f(Mf,)] 0 ou lim Az—0. 
M-Mo  M-Mo Ax0 
&y--0 
Cette condition équivaut visiblement à la condition lim f (M) = 
MD 
— f (M,) de la définition 1. 


Exemple. La fonction 3 — 1° - y* est continue en tout point 
. y). En effet, son accroissement total au point (x; y) est 


= [x + Ar) - (y + AyŸl — (2 — y) — 
= 2zAx + 2yAy + (Az)? — (Ay)°. 
Il est évident que Az tend vers 0 avec Az et Ay, c’est-à-dire que la 
fonction z = z° + y* est continue au point (x; y) aux termes de 
la définition 3. 


On dit que la fonction z = f (M) est continue sur un ensem- 
ble {A} si elle l’est en tout point de cet ensemble. 


2. Propriétés fondamentales des fonctions continues de deux 
variables. Citons sans les prouver les propriétés fondamentales 
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des fonctions continues de deux variables, puisque leurs démons- 
trations sont calquées sur celles des propriétés corres- 
pondantes des fonctions d’une variable. Introduisons préalable- 
ment quelques notions sur les ensembles {M} de points du plan. 


Définition 4. Un ensemble {17} de points du plan est dit 
connexe s'il contient deux quelconques de ses points avec une 
ligne continue les reliant. 


Exemple: un disque est un ensemble connexe; un ensemble 
composé de deux disques sans points communs n'est pas connexe. 


Définition 5. On dit qu'un point :f est un point intérieur 
d'un ensemble {A} si tout 6-voisinage de A7 contient des points 
de {M}. 


Définition 6. Un ensemble {/} composé uniquement de points 
intérieurs s'appelle ensemble ouvert. 


Définition 7. Un ensemble {17} de points, ouvert et connexe, 
s'appelle domaine ouvert ou simplement domaine. 

Des exemples élémentaires de domaines nous sont donnés par 
l'intérieur d'un triangle, d’un disque, d'une ellipse, etc. 


Définition 8. Un point 17 s'appelle point frontière d'un domai- 
ne si tout ô-voisinage de A7 contient des points intérieurs et des 
points exlérieurs à ce domaine. L ensemble de tous les points 
frontières d'un domaine s'appelle frontière ou bord de ce domaine. 

Par exemple, la frontière d'un domaine dont les points sont 
situés dans un disque est un cercle. 


Définition 9. L'ensemble {7} composé d’un domaine et de sa 
frontière s'appelle domaine fermé. 


Définition 10. Un ensemble {17} est dit borné s’il est entière- 
ment contenu dans un disque. 


Un segment et un triangle sont des ensembles bornés. La 
droite n'est pas un ensemble borné. 

Les fonctions de deux variables se définissent sur un domaine 
fermé borné par analogie aux fonctions d’une variable dont le 
domaine de définition est un intervalle fermé borné, c'est-à-dire 
un segment. | 

Formulons maintenant les propriétés fondamentales des fonc- 
tions continues de deux variables. 

1° Si une fonction z = f ({) est continue sur un domaine fermé 
borné, elle est bornée sur ce domaine, c'est-à-dire qu'il existe 
un nombre # tel que | Ÿ (M) | À pour tout point de ce domaine. 

2° Si une fonction : = f (M) est continue sur un domaine fermé 
borné, elle atteint ses bornes supérieure et inférieure sur ce do- 
maine. 
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3° Si une fonction z — f (M) est continue sur un domaine, elle 
prend toutes les valeurs intermédiaires entre deux quelconques 
de ses valeurs, autrement dit si À < C << B, où À et B sont des 
valeurs de f (M) sur ce domaine, il existe un point 4f, de ce do- 
maine tel que f (Mo) = C. 

Il s'ensuit en particulier que si M, et 4/7, sont des points de 
ce domaine et si f (M,) <0 et f (M,) > 0, alors il existe un 
point M, de ce domaine en lequel f (1/,) = 0. 

4 Si une fonction z — / (M) est continue sur un domaine 
fermé borné, elle est uniformément continue sur ce domaine, 
c’est-à-dire que pour tout € > O il existe un ô > 0 tel que pour 
tout couple MW” et M” satisfaisant à la condition p (A!°; M”) < 
l'on a |f(M)—f(M)|<e. 

Signalons en conclusion que les notions de limite, de continuité 
et les propriétés citées des fonctions de deux variables se générali- 
sent facilement aux fonctions de trois et de plus de trois variables. 


CHAPITRE XII 


DÉRIVÉES PARTIELLES ET DÉRIVABILITÉ 
DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 


$ 1. Dérivées partielles 


Soit z — f (M) une fonction définie sur un voisinage d’un 
point Af (x; y) *). Donnons à la variable x un accroissement 
arbitraire Azx en laissant y fixe, c'est-à-dire passons du point 
M (x; y) au point AJ, (x + Az; y). L'accroissement Az est tel que 
le point A, reste dans le voisinage envisagé du point M. L'accrois- 
sement correspondant de la fonction 


Az = f(x + Az, y) — f (x: y) 


s'appelle accroissement partiel de la fonction par rapport à la varia- 
ble x au point M (x; y). 
On définit de façon analogue l'accroissement partiel de la fonc- 
«ion par rapport à y: 
A,z = f (x, y + Ay) — f (x, y). 


Définition. La limite 


(resp. lim E) ; 


si elle existe s'appelle dérivée partielle de la fonction z = f (A1) en 
M par rapport à la variable x (resp. à la variable y) et se désigne 
par l’un des symboles suivants 


, f: af 02 , , Of Oz 
Zæ) LE 4 "dx ? "9Z. resp. Zyr y ay ” +) 


(on omet parfois l’accent et on écrit :,). 

Il résulte de la définition que la dérivée partielle d'une fonc- 
tion de deux variables par rapport à x est une ordinaire dérivée 
de cette fonction traitée comme une fonction de la variable x 
à y fixe. Les dérivées partielles sont donc justiciables des mêmes 
formules et règles de calcul que les dérivées des fonctions d’une 
variable. 


*) On appelle voisinage d'un point M un domaine contenant M. En 
particulier, si ce domaine est un disque ouvert de rayon 6 et de centre M, 
ce voisinage est un Ô-voisinage de M. 
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Exemples. 
o Ôz .._ 9,» 02 , 2 
1. 22 — 2xy +, ne — 2x — 2y°, se PSS — Lzy + 3y°. 
Ôz y 02 — ZI 


» = me Ze me ne 
22 Arc tg—, De sd y Roue 


Me; 03 _ _9.,: 03 _ 
3. z—zx?siny, = = 22sin y, A = COS y. 
4 


oz à 02 
. 2= yet”, De e*#y(1-+x), Fr ex (1 + 2y). 


A noter que nous avons défini les dérivées partielles de la 
fonction z — / (x, y) en un point VW au voisinage duquel cette 
fonction est définie, c'est-à-dire 
en un point intérieur du domaine 
de définition. Si M (x; y)est un 
point frontière du domaine de 
définition de la fonction, alors 
Az (resp. À) peut ne pas être 
défini, puisque le point if, (x + 
+ Az; y) (resp. M, (x; y + Ay)) 
peut ne pas appartenir au do- 
maine de définition pour aucun 

Fig. 164 Ax # 0 (resp. Ay 0). Ceci con- 
cerne par exemple le point M, de 
la figure 164. Dans ce cas si la dérivée partielle z4 existe en tout 


point intérieur 4 du domaine et si existe lim 2; (M), on 
M—Mo 


pose par définition 
2x (M) = lim 2: (WP). 
M-Mo 


On définit z, (W,) de façon analogue. 


$ 2. Notion de dérivabilité d’une fonction 


1. Définition de la dérivabilité. On rappelle que l’accroisse- 
ment total d'une fonction z = f (M) en un point M (x; y), corres- 
pondant aux accroissements Az et Ay des variables x et y est la 
fonction 


Az = f(x + Ar, y + Ay) — j (x. y). 
Soit z = f (A) une fonction définie sur un voisinage d’un point. 


Définition. On dit que la fonction z — f (M) est dérivable 
en M si son accroissement total en M peut être représenté sous 
la forme 


Az = A Az + BAy + a (Az, Ay) Az + B (Az, Ay) Ay, (1) 
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où À et B sont des nombres indépendants de Az et Ayet «& (Az ,Ay) 
et B (Az, Ay) des infiniment petits lorsque Axz—0, Ay— 0. 

On sait que si une fonction d’une variable est dérivable en un 
point, elle est continue et possède une dérivée en ce point. L'exis- 
tence de la dérivée d'une fonction d'une variable en un point 
entraîne la dérivabilité de cette fonction en ce point. Voyons 
comment ces propriétés se généralisent à une fonction de deux 


variables. 


2. Conditions nécessaires de dérivabilité. 

Théorème 12.1. Si une fonction z = f (M) est dérivable en un 
point NT, elle est continue en ce point. 

Démonstration. Siz— f(4)est dérivable en A, la 


relation (1) entraîne lim Az —0, ce qui exprime que cette. 
4x0 
Ay—+0 


fonction est continue en M. 

Théorème 12.2. Si une fonction z = f (M) esl dérivable en 
M (zx; y), elle admet en ce point les dérivées partielles f(x. y) et 
Î (&, y) et de plus 

(a y)=4, file y) -B. 


Démonstration. La fonction z --- f (NM) étant dériva- 
ble en 7, on a la relation (1). En faisant Ay -- 0, on obtient 
A,5 = AAx + «a (Az. 0) Az, où « (Az, 0) est un infiniment petit 
lorsque Ax—+ 0. En divisant par Azx et en faisant tendre Az vers 0 
on obtient 


lim 8% — Jim [A+ a (Ar, 0)} = A. 
Ax-0 ÀT Ax-0 


Donc la dérivée partielle par rapport à x existe en M et fL (x, y) =À. 
On démontre de façon analogue que la dérivée partielle par 
rapport à y existe en M et f, (x, y) = B. 


Les réciproques des théorèmes 12.1 et 12.2 sont fausses, autre- 
ment dit, ni la continuité d’une fonction de deux variables en 
un point À, ni l'existence de ses dérivées partielles en ce point 
n'entraînent sa dérivabilité. 

Par exemple, la fonction f (x, y) — V z° + y* est continue en 
(0 ; 0), mais elle ne possède pas de dérivées partielles en ce point. 
En effet, 


f(0+ Az, 0)—f(0, N)__V(O+Az)+0—N [Ar] 


Az Az Az 


Or la fonction Les n’admet pas de limite lorsque Az —+ 0. 


Donc f;(0, 0) n'existe pas. On démontre de façon analogue que 
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fy (0, 0) n'existe pas non plus. Cette fonction n'est pas déri- 
vable en ce point, puisqu'elle n’admet pas de dérivées partielles. 
La fonction 


TETE D 


sur les axes de coordonnées, 
ailleurs 


possède des dérivées partielles par rapport à x et y au point (0; 0). 

Ceci résulte du fait que f(x, 0) =0 et f (0, y) =0, donc 

1: (0, 0) =0 et j, (0, 0) — 0. Mais f (x, y) n'est pas continue en ce 

point, puisque Jim f(x, y) — 1 sur la droite y — x et 
x—+0 


f (0, 0) = 0. Donc FL y) n'est pas dérivable en (0; O0). 
Considérons un dernier exemple: la fonction f(x, y) = 

—V]z|lyl est continue en (0; 0), puisque (0,0) =—0, 

lim f(x, y)—0 et 

920 

VTAzl-1—0 


+ == , 


fx (0, 0) — lim 
Ax—0 
f, (0. 0) = lim s ÉDIETIEENT,S 


ày—0 À 


‘pourtant cette fonction n'est pas dérivable au point (0; 0). En 
‘effet, son accroissement total en (0; 0) est 


Az=V|Az|l]Ayl. 


Si cette fonction était dérivable en (0; 0), on aurait en vertu 
de la relation (1) et du théorème 12.2 


Az = 0-Azx + 0: Ay_ + ar + BAy, 
où & et B—+ 0 avec Ar et Ay. D'autre part, de l'égalité 
-où 


p=V (Ar + (Au . 


-on déduit que y tend vers 0 avec p Îcf. $ 4, formule (3)]. Mais dans 
ce cas, pour tout Ar — Ay 


y=VIAz]|]|Ayi/ V (Arÿ +(Ay} =1/ V2, 


c'est-à-dire que y n'est pas un infiniment petit lorsque p—+ Ü. 
Donc en (0 ; 0) la fonction f (x, y) = V|zxz||y | est continue, 
possède des dérivées partielles et, pourtant. elle n'est pas dérivable. 
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3. Conditions suffisantes de dérivabilité. 

Théorème 12.3. Si une fonction z — f (M) possède des dérivées 
partielles sur un O-voisinage d'un point M et si ces dérivées sont 
continues .en M. cette fonction est dérivable en M. | 

Démonstration. Donnons aux variables x et y des 
accroissements Az et Ay assez petits pour que le point W, (x + Az; 
y + Ay) reste dans ce ô-voisinage de 7. L'accroissement total 


de : 
2= f(x + Az, y + Ay) — f(x. y) 
peut être mis sous la forme 
Az = {f(x + Ar. y + Ay) — f(x, y + Ay)l + 
+ (f(x, y + Ay) — f(x, y)l. (2) 


L'expression [f (x + Az, y + Ay) — f(x. y + Ay)l peut être 
traitée comme l'accroissement de la fonction f (x, y + Ay) de la 
variable x à y + Ay constant. Cette fonction possédant la dérivée 
f (x. y + Ay) par hypothèse, le théorème de Lagrange nous donne 


f (x + Az, y + Ay) — f(x, y + Ay) = 
= f.(z + 06,7, y + Ay) Ar, 0<8, <1. 
Mutatis mutandis, on obtient 
f (z, y + Ay) — f(x, y) = fy(e, y + 8,Ay) Ay, 0 <8, <1. 
Les dérivées f; et f, étant continues en M (x; y), il vient 
ue Îx(z+ 8 Ar, y+Ay) = f(x, y), 
Ay—0 
Jim fi Ce, y+6, Ay) = fs (x; y). 
Ay—0 
D'où 
fx (x +6, Az, y+Ay)=fx(x, y) + a (Ax, Ay), 
fu (&, y +0 Ay) = fy (2, y) + B (Az, Ay), 


où æ (Ar, Ay) et B (Az, Ay) sont des infiniment petits lorsque 
Ax—+ 0 et Ay— 0. En portant les expressions obtenues dans Îa 
formule (2) de Az, on trouve 


Az= f(x, y) Az +fi(x, y) Ay+ a (Ar, Ay) Ar +$ (Az, Ay) Ay, 
ce qui exprime que la fonction z = f (M) est dérivable en M. M 


Corollaire. La continuité des dérivées partielles entraîne celle de 
la fonction. 


Le théorème 12.3 est d’une grande importance pour l’établis- 
sement de la dérivabilité d’une fonction, car la vérification 


21—01561 
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directe de la dérivabilité d’une fonction à l’aide de la définition 
est souvent très compliquée, tandis qu'il est plus facile de dire si 
les dérivées partielles de cette fonction sont continues. 

Signalons en conclusion que la dérivabilité d’une fonction 
de trois et de plus de trois variables se définit comme pour une 
fonction de deux variables. 


$ 3. Dérivées de fonctions composées 


Soit z — f (x, y) une fonction de deux variables x et y qui 
à leur tour sont fonctions d'une variable indépendante ft: r=— 
= z(t), y = y(t). La fonction z = f{z (t), y (t)]l est alors une 
fonction composée de la variable indépendante t, les variables z 
et y sont des variables intermédiaires. On a le théorème suivant. 


Théorème 12.4. Si des fonctions x = xz(t) et y = y (t) sont 
dérivables en un point t et si une fonction z = f (x, y) est dérivable 
en un point M {x (t); y (t)l, alors la fonction composée z = f {(x (t), 
y (t)] est dérivable aussi au point t et de plus 


dz  dz dr dz dy 
dr de dr dr dc” (1) 


Démonstration. Donnons à la variable ?{ un accrois- 
sement arbitraire At; les fonctions zx (t) et y (t) subissent les 
accroissements Az et Ay et la fonction z= f (x, y), l'accroissement 


Az = f (x + Az, y + Ay) — j (x, y). 


La fonction z = f (x, y) étant dérivable au point M (x; y), 
où z=zxzt(t), y = y (t), l'accroissement Az peut être mis sous 
la forme 


AZ= fe (x, y) Az + f,(x, y) Ay + a (Az, Ay) Az +$ (Az, Ay) Ay, 


où æ& (Ar, Ay) et B (Az, Ay) sont des infiniment petits lorsque 
Az — 0, Ay —0. Prolongeons ces fonctions en posant æ& (0, 0) —0, 
B (0, 0) = 0. 

En divisant les deux membres de l'expression de Az par A, 
on obtient 


DE fa (es y) 2 + fi (x, y) 2 + a (Az, Ay) 2 + 
+B(Az, AyE. (2 


ë Az dx à Ay _ dy . ; 
Par hypothèse, in ae ar à ne TES - Par ailleurs, 
étant dérivables au point #, les fonctions z(f) et y(f) sont con- 


tinues en ce point, c'est-à-dire que Az et Ay tendent vers 0 
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avec At et par suite œ(Ar, Ay) —+ 0 et B(Ax, Ay) + 0. Donc 
æ (Ar, Ay) _ et B(Az, Ay) 7 tendent vers O avec At. 


Nous avons ainsi montré que le second membre de (2) pos- 
sède une limite lorsque At— 0, donc il en est de même du 
premier membre : 


lim et ; 
At=0 At dt 
et de plus 
d _,,, dr ; dy ds 0: dr 
a y) th) ge où = at 
z dy 
y à VW 


Exemples. 
1. Soient z = f (x, y},x = & + 2,y = 314 — 1. La formule ({) 
nous donne 
0e. 02 3 0e 408 
7 Ôôz op 7 
2. Soient z— zsin— , z=1+3t, y= V1+#2. La formule (1) 
nous donne 
z 0z dz 0z dy 


; LT TL T 
dt  ôr dt Ÿ &y à (sin E++cos =) — 


3. Soient z2—z12y5, xt, y—t?. D'après la formule ({) 
dz= 


ar = 22Y-1 + 8° y 21. 
Comme x—1t, y—{f", on a _ —= 21 (12)S + SE (#2) 21 = ST. 
D'autre part, on peut trouver & en exprimant préalablement 
z en fonction de &. On a =:—zx°y—#"(1=)$— 1%, d’où & = Ot1. 


On retrouve le résultat acquis par la formule (1). 


Si z— f(x, y), où y = y (x), alors z — f{x, y (x)] est une 
fonction composée de x. D’après la formule (1) où il faut rempla- 
cer À par x, on obtient 

_dz oz dr oz dy 


dr Or dr Ÿ 0y dr” 


5 _ 0 | © du 
dr 0x ‘ 0y dr 


21% 
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On envisage de façon analogue le problème de la dérivée d'une 
fonction composée lorsque les variables intermédiaires sont plus 
de deux. Par exemple, si u — f (x. y, z). où x = x (ft), y = y (t), 
z = Z(t), la formule (1) devient 


du _ ôu dr | ôu dy | ôu de 
dt or dt dy dt z dt” 


Considérons maintenant un cas plus général. Soit z — f (x, y) 
une fonction de deux variables z et y. dépendant à leur tour de deux 
ou d’un plus grand nombre de variables indépendantes. Supposons, 
par exemple, que zx = zu, v), y = y (u. v). La fonction z — 
= f{xz(u, v), y (u, v)l est alors une fonction composée des varia- 
bles indépendantes u et v. les variables x et y étant intermédiai- 
res. 

Si les fonctions x (u. v) et y (u, v) sont dérivables en un point 
M" (u; v) et la fonction z = f (x. y), dérivable en AM (x; y), où 
= zu, cv), y = y (u, v), la fonction composée z = f[(x (u, v), 

y (u, v)] est dérivable en AJ” (u. v) et ses dérivées partielles en ce 
point sont données par les formules 

0z __ Oz ôr 0z dy 

Du — 6x ou ! y éu” 
9z __ d9z ôx 0z dy (3) 

“dv  Ôôx à | ôy © 
Nous: glisserons sur la démonstration de la dérivabilité d’une 
fonction composée, Pour calculer ses dérivées partielles, on fixe 
la valeur de l’une des variables uv ou v. On se place alors dans les 
conditions du théorème 12.4 qui vient tout juste d'être prouvé. 
Les formules (3) résultent de la formule (1) dans les deux cas. 


Exemples. 
1. Soient z = f (x. y), x = u*+2v, y — RS Les formules (3) 


nous donnent 


Ôz = 0z 2u Ô0z oz az u? 
——— — ==. ? CE nd 2 
ou (LE 3 La Oy € ” dv z Lu dy ( v? }. 
2. Soient z—1°y?, x—ut+r, y— — . D’après les formules 


(3) 

02 = | ôz u 

mn ee Die Due = — Dype. nel — — 

Je = 2TY 1 + 2r°y = 22y L + 2r°y Æ). 
Porter les expressions r=u+v, y— — dans ces formules : trou- 


0z 0 s ë > : , 
ver —— et —— après avoir exprimé préalablement z en fonction 


de u et v; comparer ensuite les résultats obtenus. 
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3. Soient z — 1° — y°, x — u cos v, y = u sin v. Les formu- 

Jes (3) nous donnent 
 _9rcos v—2ysinv; = — rusin U— Jyu COS v 
du s dv ; 

Si z= f(x), où x = zu, v), alors z — fÎx (u. v)l est une 
fonction composée dépendant des variables u, v par l’intermédiai- 
re de zx, et ses dérivées partielles sont données aussi par les for- 
mules (3) 


E- dz ôz 
— dr du ? 

= dz üx 
— dr œw° 


Les formules (3) peuvent être généralisées à un plus grand 
nombre de variables intermédiaires. 

Si, par exemple, w = f(x, y. z) est une fonction de trois 
variables x, y, z dépendant chacune de « et v, les formules (3) 
deviennent 

ow ôw 0x dw. dy dw 0: 


Ou 0x où Con ôy du Pro 0: Ou ? 
Ow ___ Ow 0x “a ow  ôy ow 0: 
dv Oz ôv y dv 0z dv” 


$ 4. Différentielle d’une fonction 


1. Définition de la différentielle. On rappelle: si une fonction 
z — { (M) est dérivable en un point M, son accroissement total 
en ce point peut être représenté sous la forme 


Az = AAzx + BAy + a (Az, Ay) Az+B (Az, Ay) Ay, (1) 
où æ& (Ar, Ay) et B (Az, Ay) sont des infiniment petits lorsque 
Az— 0, Ay—0 


Définition. On appelle différentielle dz d’une fonction z = 
— f (M) dérivable en un point 47 la partie linéaire en Ax et Ay 
de l’accroissement de cette fonction en M, c’est-à-dire 


dz = A Az + BAy. (2) 


Le théorème 12.2 nous permet de mettre l'expression (2) sous 


la forme 
dz = fe(x, y) Ar + fi (x. y) A. 


Appelons différentielles des variables indépendantes x et y les 
accroissements de ces variables: dr — Ax, dy = Ay. La diffé- 
rentielle de la fonction s'écrit alors 


= f(x, y) de + jf, (x, y) dy. 
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Des relations (1) et (2) il s'ensuit que la différence entre l'accrois- 
sement total et la différentielle de z en M, soit 


Az — dz = a (Ar, Ay) Az + B (Az, Ay) Ay 
est un infiniment petit d'ordre supérieur à p — V(Azx)° + (Ay)° 


[p est la distance des points M (x; y) et M, {x + Az; y + Ay)l. 
En effet, 


lim 42=% = Jim (a +8 2) =0, 
Ax—0 Ax—0 P p 
Ay—0 Ay—0 
’ NN. L Az Ay 
puisque æ et B sont des infiniment petits et —, FL des 


fonctions bornées : | Æ|<1. | <1. On en déduit que 
Az—dz=o(p) ou 


Az= dz+o(y (Ar) + (Ay)°). 


En négligeant la quantité o (p) pour Ar et Ay assez petits, on 
obtient la formule approchée 


Az = dz, 


qui est largement utilisée dans les calculs approchés, puisqu'il est 
plus facile de calculer une différentielle qu'un accroissement 
total. 


2. Plan tangent et normale à une surface. Interprétation géo- 
métrique de la différentielle. De même que la différentielle d'une 
fonction d'une variable se représente géométriquement par l’ac- 
croissement de l’« ordonnée d'une tangente », de mème la diffé- 
rentielle d’une fonction de deux variables est l'accroissement de la 
« cote d'un plan tangent ». Introduisons la notion de plan tan- 
gent à une surface en un point Vs. 

On dit qu'un plan passant par un point V, d'une surface est un 
plan tangent en N, à cette surface si l'angle qu il fait avec une 
sécante passant par V, et par un point quelconque de la surface 
tend vers O0 lorsque # tend vers ,. 

Supposons qu'une surface est définie par l'équation z = f (x, y), 
et que la fonction f (x, y) est dérivable au point M, (xs; Yo). 

Montrons que le plan tangent à la surface au point 
No (To; Yo Zo)» OÙ Zo = f (x; y) est représenté par l'équation 


3 — 20 = fx (Los Yo) (T — To) + fu (Zos Yo) (Y — Yo)- (4) 


En effet, du cours de géométrie analytique on sait que l’équa- 
tion (4) représente le plan passant par le point M, (x; Yo; 20), de 


vecteur normal nr — {{2; 5: —1}. Pour montrer que ce plan est 
tangent, il suffit de prouver que l'angle œ du vecteur x et du vec- 


S 5] DÉRIVÉE SUIVANT UNE DIRECTION. GRADIENT 327 


teur directeur V,N de la sécante V,N tend vers x'2 lorsque 
tend vers V,. Désignons les coordonnées de V par (x; y; z), où 


z— f(x, y). Puisque n — {f:; f,3 —1} et NON — fr —2,: 
Y — Yo; Z — Go}, ON à 
fe (&— 20) + F5, (y — vo) — (= — 20) 


CSD ——_—_—_—_—_—————————. 
PVR VE = + Ge 


Or de la relation (3) il s'ensuit que fc(r—7,) + f, (y — yo) — 
— (22) = 0(p). où p= Var + yo. Donc 
Lo)! _ lo@)l 


V'(— 20) + (y — vo) P 
lorsque p — 0. D'où lim @=:x/2. C.Q.F.D. 
N—No 


[cosq|< 


— 0, 


Le vecteur normal nr = {f;; f,: —1} du plan tangent s’appel- 
le normale à la surface z — f (x, y) en N,. Soient x — x, — Ax, 
ÿy — Yo = Ày, 3 — 50 — Az. De l'équation (4) on déduit alors que 
l’accroissement Az de la «cote du plan tangent » est défini par 
la formule 


AZ=— fx (to: yo) Az + fu (or Yo) Ay; 


qui est confondue avec l'expression de la différentielle dz de la 
fonction z — f (x, y). 


$ 5. Dérivée suivant une direction.Gradient 
Soient z = f (M) une fonction définie au voisinage d'un point 


M (z; y) et un vecteur unitaire arbitraire L = {cos a; cos } 
(fig. 165). 

Introduisons la notion de dé- 
rivée suivant une direction pour 
caractériser la vitesse de varia- 
tion de la fonction z en AM (x; y) 


suivant la direction du vecteur 1. 
A cet effet, menons par le point 
une droite Z de mème direction 


et de même sens que L'et soit 
M, (x + Az; y + Ay) un point Fig. 165 
de cette droite. Désignons par A 


> 
la mesure algébrique du segment MM,. Dans le cas de figure Al — 
— V{(Az}® + (Ay}°. L'accroissement correspondant de la fonc- 
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tion f (M) est 
Az = f(x + Az, y + Ay) — jf (x, y). 


Définition 1. La limite, si elle existe, du rappot _ = lorsque 
Al— 0 (M,— M) s'appelle dérivée de la fonction z = f (M) au 
point M(x ; y) suivant la direction du vecteur T et se note ee , c'est- 
a-dire que 


Supposons maintenant que la fonction f (M) est dérivable 
en M. Son accroissement en ce point suivant la droite L peut 
être mis sous la forme 


Az= fx (x, y) Az + f(x, y) Ay + a, (Az, Ay) Ar +, (Az, Ay) Ay, 


où «; et B, sont des infiniment petits lorsque A!—+ 0. En divisant 
les deux membres de cette égalité par Al et puisque Az = AI cos a, 
Ay = Al sin a — Al cos B, on obtient 


_ = f, (x, y)cos a+ f, (x, y) cos B + 
+ a, (Ar, Ay) cos a +, (Ar, Ay) cos f. 


En faisant tendre AL vers 0, on obtient la formule de la dérivée 


— 


suivant l: 


02 02 
1 = "3; COS a+ cos $. (1) 


On voit sur la formule (1) que la dérivée suivant / est une combi- 
naison linéaire des dérivées partielles dans laquelle les cosinus 
directeurs semblent jouer le rôle de poids indiquant la contribu- 
tion de la dérivée partielle correspondante. 


: | 02 0z 7 02 02 
En particulier, == pour a—0 et Bf——-, AE on 
pour a=+ et B—0. D'où il résulte que les dérivées partiel- 


les par pod à z et à y sont des cas particuliers de la déri- 
vée suivant une direction. 


Exemple. Calculer la dérivée de la fonction z = 2° + y°xr au 


point M (1; 2) suivant le vecteur MM, où Àf, est le point de 
coordonnées (3; 0). 
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Solution. Trouvons un vecteur unitaire ! porté par MAÏ,: 


MM,=42; —2,=2i-9;; |MM,|=2 


—+ — — P— - 
JT MM 2 _ V2 V2 -— 
2 oo Ni 
| MM. LES 
d'où cos æ — V2/2, cos B — — V 2/2. Calculons les dérivées 


partielles de la fonction en 47 (1; 2). On a 
fx, y) = 2x + y, fi. y) = 


(1, 2) = 6. f,(, 2) = 


D'après la formule (1) 


d'où 


9z V2 V2 — 
1 D UE — — 4. = SAR 


Re 


Définition 2. On appelle gradient d'une fonction z — f (M) en 
M (x; y) le vecteur dont les a dé sont égales respective- 


ment aux dérivées partielles 5 et —— prises en M (x; y). 


2 . oz 
On note . gradz = (+: En 


La notion de gradient nous permet de représenter la formule (1) 
ET — 
par le produit scalaire des vecteurs grad : et l: 


D cos a+ cos B— rad 2-1. (2 
OÙ oz Ôy — 8 ° 2) 


D'autre part, par définition du produit scalaire, 
grad z-l — | grad z|-| L'| cos , (3) 


où |grad | est LA module du vecteur grad :: w, l'angle des 


vecteurs / et grad z. En comparant les formules (2) et (3) et 
tenant compte du fait que [l| = 1, on obtient 


TH — | grad z | cos +. 


De cette dernière égalité il s'ensuit que la dérivée suivant L prend 
sa plus grande valeur lorsque cos @ — 1 (w — 0), c’est-à-dire 


lorsque les vecteurs L'et grad 2 sont de mème direction. Dans ce 
— 


cas e— rad Z 
, FT : 
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Donc le gradient de la fonction z: — f (M) en M (zx; y) caracté- 
rise la direction et la valeur de la vitesse maximale de croissance 
de cette fonction en M (x; y). 

De façon analogue, on définit la dérivée suivant une direction 
d'une fonction u = f (x, y. :) à trois variables. On établit la 
formule 


ou 


ôu 
he HÉRER _ RES Nu 
5 = cos a + COS B+-% cos y, 


on introduit la notion de gradient 


du ou . ou. + 
8 "oz ? ! 
et on étudie ses propriétés. 

Les notions de dérivée suivant une direction et de gradient 
d'une fonction sont très importantes dans les applications. 


$ 6. Dérivées partielles 
et différentielles supérieures 


1. Dérivées partielles supérieures. Supposons que les dérivées 
partielles f(x. y) et f,(x, y) d'une fonction z = f (M), définie 
au voisinage d'un point M, existent en tout point de ce voisinage. 
Dans ce cas ces dérivées sont des fonctions de x, y définies sur 
ce voisinage de M. Appelons-les dérivées partielles premières ou du 
premier ordre. 

Les dérivées partielles par rapport à x et à y des fonctions 
f.(x, y) et f,(x, y) en AM, si elles existent, s'appellent dérivées 
partielles secondes ou du deuxième ordre de la fonction f (M) en M 
et se notent: 

0°z - (2) é d?z 
Dre = frs (2, y) = EE (2, y) 3 dy 0z = fyx (2, y)= fu 
22 Ë a LR : 
Fe = ln DR GS ae fn D) = fi Ge, y). 


x (Z: y); 


Les dérivées partielles f(x, y) et f:,(r, y) s'appellent 
dérivées partielles mixtes. 

Exemples: 

1. s—2xt+4ry + iry+1i. On a 


— = 48 LH 8ry + Ty, 


Donc 


Ô?z d°z 
= 12x2 + 8y*, Ôx dy éd 0y0z 


= 241y° +7, us 247. 
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2. z=sinzcosy. On a 
cos r cos E _ _ sinrsi 
de — UE 0 — 1n Z Sin y. 
Donc 
TES sin r COS Des de cos xsin 
OZ ÿ; OZ0Y ÔdYOr Y 
p — — Sin x COS y. 


Les dérivées partielles mixtes f;. (r, y) et f2, (x, y) sont égales 
dans les deux exemples. Mais en général les valeurs des dérivées 
partielles mixtes dépendent de l’ordre de dérivation. Par exem- 
ple, la fonction 

yet si 22+y Æ0 

f(x, n={ so | 

0 si 22+y=0 
admet des dérivées partielles mixtes f:, (x, y) et f,x (x, y) en 
(0 ; 0) qui ne sont pas égales. En effet, 
fx (x, n={ (25 + 5) OPA 
0 si z° + y* = (. 

Donc 


, Loue HO 0+Ap= 00 
fie (0, 0)= lim — 


Des calculs analogues nous donnent: f:;, (0, 0) — 1. Donc 
fyx (0. 0) Æ fzy (0. 0). … 

À la question de savoir sous quelles conditions les valeurs des 
dérivées mixtes ne dépendent pas de l’ordre de dérivation répond 
le théorème suivant. 

Théorème 12.5. Si les dérivées f:, (x. y)et f;- (x, y) existent dans 
un Ô-voisinage d'un point M (x; y) et sont continues en M, elles 
sont égales en M, c'est-à-dire que 

Jxy (x. y) Fe Jyx (x, y). 

Démonstration. (Considérons l'expression 

A =lf(x + Az, y + Ay) — f(x + Az, y)l — 1f (x, y + Ay)— 
F Î (x, y)], 
où Ax et Ay sont des nombres assez petits pour que le point 
M, (x + Az; y + Ay) appartienne à ce Ô-voisinage de M. 
Introduisons la fonction auxiliaire 


q (x) = f(x. y + Ay) — f(x, y); 
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l'expression À peut alors être traitée comme l’accroissement de 
la fonction @ (x) d’une seule variable x, dérivable sur l'intervalle 
[x, x + Al: 

A = Ag = q(r + Ar) — (x). 
Le théorème de Lagrange appliqué à cette différence nous permet 
d'écrire 
A = A = (x + 8,Ar) Ar — 
= [f(x + 8, Az, y + Ay) — fix + 6,47, y)IAr, 0<86, < 1. 
L'expression entre crochets peut être traitée comme l’accrois- 
sement de la fonction f;(x + 8, Az, y) d’une seule variable y 


dérivable sur l'intervalle [y, y + Ayl. En appliquant le théorème 
de Lagrange (par rapport à y), on obtient 


À = fix (x + 0,A7, y + 6, Ay) Ar Ay, 0<6,,68,,<1. (1) 
D'autre part, si l’on introduit la fonction auxiliaire 
Ÿ (y) = f(x + Az, y) — jf (x, y), 
on obtient par analogie 
| À = Aÿ = Ÿ (y + Ay) — + (y), 
et ensuite 
À = f:,(x + 0,47, y + 0:Ay) AyAz, OL 04, 8, <1. (2) 
En comparant (1) et (2), on trouve 
Jux (& + 6, Ar, y + 6,Ay) — J>y (x + 6,47, y + 6:Ay). 


En faisant tendre Azx et Ay vers 0 et en tenant compte de la con- 
tinuité des dérivées partielles jf, (x, y) et fx, (x. y) en M, on 
trouve 

lim fx (x+6, Az, y+6,Ay) = lim fi,(z+0, Az, y+ 06: Ay) 

Ax—0 Ax—0 

ôy—0 Ay—0 


ou 
fxy (z, y) — Tux (x, y)- _ 


On définit de façon analogue les dérivées partielles d'ordre trois, 
quatre et, plus généralement, d'ordre x et on démontre un 
théorème de type 12.5 sur l'égalité des dérivées mixtes de tout 
ordre. 


2. Différentielles supérieures. Au $ 4 nous avons introduit 
la notion de différentielle d’une fonction z — f (M) dérivable 
en un point A et avons établi la formule 


dz = f;(z, y) dr + jf, (x, y) dy. (3) 
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Appelons dz différentielle première ou du premier ordre. Par 
souci de commodité, les différentielles seront désignées aussi par 
le symbole 6. 

Supposons que les fonctions f; (x. y) et f, (x. y) sont dérivables 
en /. Dans l'expression (3) de dz traitons dx et dy comme des cons- 
tantes. La fonction dz est alors une fonction des seules variables 
z et y. dérivable en M et de différentielle 


À (dz) = 6 [fx (x. y) dr + fs (6, y) dyl = 
— [fx (x, y) dx + f, (x, y) dy]: Ôx + 
+ (fe(z, y)dr +fi(x, y) dyls ôy. (4) 


La différentielle & (dz) de la différentielle dz au point A prise 
pour ôr — dx. ôy = dy, s'appelle différentielle seconde ou d'ordre 
deux de la fonction z: — f (M) en M et se note d°z. La différentiel- 
le à (d°z) de d*z prise pour ôx — dx, ôy — dy s’appelle différen- 
tielle troisième ou d'ordre trois de la fonction z = f (M) et se note 
d°z. Plus généralement, la différentielle 6 (d”"-! z) de la différen- 
tielle d”"-! z prise pour Ôxz = dx. Ôy — dy, s'appelle différentielle 
n-ième ou d'ordre n de la fonction z = f (M) et se note d"z. 
Ainsi, pour la différentielle d'ordre » de la fonction z = f (M) 
on a la formule 
d"z— Ô (d”"-1z) |oc=cx 
Oy=dy 
Trouvons l'expression de la différentielle seconde à l’aide de 
la formule (4) 


d°z = 6 (dz) [srmdx = (f. dr + jf, dy). dr + (f< dr + f, dy), dy = 
0y=dy 


= fu (dr) + fiu de dy + fix dy dr + frs (dy)?. 


Si f:, et fx Sont continues, les termes f;,dr dy et f;-dydr 
sont égaux d’après le théorème 12.5 et l’on a 


d'z = fax (d2)° + 2f2y de dy + fo (dy). 
De façon analogue. 


d°z = fxs (dr)° + 3224 (dz)° dy + 3fzue dx (dy)° + fs (dy)”, 


d'z= fin (dx) + nfina, (dx)! dy +... 


—1 ss — k 1 in) ni ni 
+ ADR EFN ; aa (da) (dy + + fR (dupe. 


x 


La formule de d”z rappelle le développement d'un binôme de 
degré n par la formule de Newton. C’est pourquoi l’expression de 
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d’z s'écrit sous la forme symbolique suivante plus facile à retenir : 


à 0 ] n 
d°z= (5 dr+— dy} f(x, y)- 
Exemples. 
4. Calculer Ja différentielle seconde d°z de la fonction 


z = Ârc te —. On a 


, ! ’ z L z2— y? $ 
far: Îy = me ri Lye ’ Pure © fix 
à 2ry e __  2zy 
Te GE ee 
Donc 
d2z — — Dry (dr)? +2 (72 — y?) dx dy + 2zy (dy)? 


(x? + y?) 


2. Calculer la différentielle troisième d°z de la fonction 
z = sinxzcosy. On a 


fx =coszcosy, f,= —sinxsiny, fi: = —sinrcosy, 
fs = —sinzcosy, f;,— —cosrsin y, 
fx = —cosxcosy, f;s — sin sin y, 
fe, = sinzxsiny, frius = — cos x cosy. 
Donc 
d%z = — cos x cos y (dr)° + 3 sin z sin y (dx)° dy — 


— 3 cos x cos y dr (dy)? + sin x sin y (dy)*. 


$ 7. Formule de Taylor pour 
les fonctions de deux variables 


« 


Par analogie à une fonction d'une variable, une fonction de 
deux variables peut être représentée par la somme d’un polynôme 
de degré n et d'un certain reste. Prouvons le théorème suivant. 


Théorème 12.6. Soit z — f (x, y) une fonction continue avec ses 
dérivées partielles jusqu'à l'ordre n — 1 dans un ô-voisinage d'un 
point M (x. y) et soit M, (x + Az; y + Ay) un point de ce voisina- 
ge. L'accroissement Af = f (M,)—f (M) de cette fonction au point 
M peut alors être représenté sous la forme 


2 | n 
Af=df(z, y+-en +... En, 


n | 
dn+lf(z-+ OAz, y+60Ay) 
(n +1)! à 
La formule (1) s’appelle formule de Taylor pour la fonction 
z = f(x, y). 


0<0<1. (1) 
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Démonstration. Considérons la fonction auxiliaire 
F(t) = f(x + tAz, y + tAy), 


qui est une fonction composée de la variable indépendante 1, 
1€ 10, 1], n + 1 fois dérivable par rapport à # sur [0; 1]. 
Une dérivation de F (t) par rapport à { nous donne 


F"(t)= 7; (z+tAz, y+tAy) Az+f,(x+tAz, y+tAy) Ay= 
= (55 4z+- Av) f(&+ Az, y+ ta), 


F'(t)= fi (z+tAz, y+tAy) (Az) + 
+2fa (+ tAz, y+tAy) AzAy + fn, (z+tAz, y-+tAy) (Au) = 


) 2 
= (+ Ar+ A y) f(z+tAz, y+tAy). 
En raisonnant par récurrence, on obtient 
i 0 Ô n 
F0) (t) = (5 4c+ Ay} f(z+tAz, y+tAy), 
n+1 
F4) (t) = (+ Az+- A y) ; f(z+tAx, y+tAy). 


En appliquant d'autre part la formule de Maclaurin (cf. 
chap. VI, $ 3, n° 3) a la fonction F (t) traitée comme une fonction 
de la variable t et en faisant { — À, on trouve 


F'(n F° (0 FO) (0 FU+3) (6 
FD=FO+SP + SR +. ++, 

O<6<1. (2) 
Mais 


F(1)=f(z+ Az, y+Ay)=j(M,), 
F(0)=f(x, y) =f(M), 


F'(0= (5 Az+- Au) f(x, m=di(s, y). 
F(0)= (7 Az+ Au)" fe, y) = d°f(z, 9), 
Fo(0)= (East au)" fe = d"f (a y 
F1) (6) — (+ Az+ ay)" f(z+ OAz, y<+ 0Ay) — 
= d"*f(z+0Azx, y+6Au). 
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Ces égalités et la formule (2) entraînent 


F(1)—F (0) = f (M) — (4) = Af = di (x, v) + EE + 


a d'f(x,. y) d'*lf(rL6Az. y+6Ay) 
n | (a+ 1)! 


c'est-à-dire la formule (1). 


, 0O<LB<1, 


La formule de Taylor d'une fonction de deux variables rappel- 
le celle d'une fonction d'une variable. Mais en réalité, si l’on 
développe les expressions des différentielles de la fonction f (x, y) 
dans la formule (1), on obtient une formule bien plus volumineuse 
et compliquée que pour une fonction d'une seule variable. 

La formule de Taylor pour des fonctions d'un plus grand nom- 
bre de variables est de la même forme. 


Remarque. Pour n —0, la formule (1) se transforme en la for- 
mule des accroissements finis de Lagrange pour une fonction de 
deux variables: 


Af = df (x + 8Ax, y + 6Ay) = 
= f,(x + 0Az, y + OAy) Az + 
+ fy(z + 8Az, y + 6Ay) Ay, 0 <8<1, 


formule d'où il suit, en particulier, que si f; = f, =0, alors 
l'accroissement total de la fonction est identiquement nulet la 
fonction f (x, y) est constante. 


$ 8. Extrémums d'une fonction de deux variables 


1. Définition de l’extrémum. Soit z = f (x, y) une fonction 
définie sur un voisinage d'un point Af, (to; Yo). 


Définition. On dit qu'une fonction z — f (x, y) présente en un 
point M, un maximum (resp. minimum) local s’il existe un voisina- 
ge du point M, sur lequel f (x, y) f (ze, yo) (resp. f (zx. y) > 
> f (Zo» Yo)) pour tout point M (x; y). 

Les points en lesquels une fonction présente un minimum ou 
un maximum local s'appelle points d'extrémums locaux. De la 
définition il résulte que si la fonction z — f (x, y) présente un 
extrémum en À/,, son accroissement total Az — f (M) — f (M) 
en Àf, satisfait dans un voisinage de Àf, à l’une des conditions 
suivantes : 

Az< O0 en cas de maximum local, 


Az > 0 en cas de minimum local. 


Inversement, si l’une de ces inégalités a lieu au voisinage d’un 
point M,, la fonction présente un extrémum local en M,. 
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2. Conditions nécessaires d’extrémum. 

Théorème 12.7. Si une fonction f (x, y) possède des dérivées par- 
lielles premières en un point M, (x; Yo) où elle présente un extrémum, 
ces dérivées sont nulles en M,, c'est-à-dire que 


fx (os Yo) — Îy (Zos Yo) — 0. (1) 


Démonstration. Prouvons, par exemple, que 
12 (Zo-Yo) = 0. Considérons à cet effet les seuls points du voisinage de 
M, pour lesquels y — y,. On obtient ainsi une fonction f (x, Yo) 
d'une seule variable x qui au point x — x, est dérivable et pré- 
sente un extrémum. Donc fi(xzo, Yo) — Ô d'après la condition 
nécessaire d’extrémum d'une fonction d'une variable. Ce qu'on 
voulait. 

En envisageant la fonction f (xs, y) de la variable y, on établit 
par analogie que f, (ts, Yo) — 0. 


La condition (1) n'est pas une condition suffisante d'extré- 
mum. Par exemple, les dérivées partielles de la fonction z — 1° — 
— y sont nulles au point (0 ; 0), néanmoins cette fonction ne pré- 
sente pas d'extrémum en (0; O0), car elle y est nulle et ne garde 
son signe dans aucun voisinage de ce point: six — 0,alors z € 0, 
si y — 0, alors z2 > 0. La fonction z — x*° — y* est représentée 
graphiquement par un paraboloïde hyperbolique (cf. fig. 160). 

Ainsi, la condition (1) n'est qu'une condition nécessaire 
d’extrémum. Aux points où elle est réalisée on dira par analogie 
avec le cas d’une variable que la fonction présente un éventuel 
extrémum. Ces points sont appelés aussi stationnaires. 


3. Conditions suffisantes d’extrémum. 

Théorème 12.8. Supposons qu'une fonction f (x, y) possède des 
dérivées partielles secondes continues sur un voisinage d'un point 
stationnaire M (Zo: Yo). Posons 


A fxx (Zos Yo)  fxu (To- Yo) 
fxu (o+ Yo) fun (To Yo) 
Si 
a) A >> 0, la fonction f (x, y) présente un extrémum local en M. 
Cet extrémum est un maximum local si f;x (to, Yo) < 0 et un mini- 
mum local si fxx (Zo: Yo) > 0; 
b) À << 0, la fonction f (x, y) ne présente pas d'extrémum en Mo. 
Démonstration. a) Soit À > 0. Introduisons les nota- 
tions suivantes: fx (Co, Yo) — À, fxy (Toy Yo) — Bet fyy (Tor Yo) = 
— C. Par hypothèse, f2(to, vo) = f5(£o Yo) = 0, À > 0 
(ou À << 0). D'après la formule de Taylor (1) du $ 7 prise pour 
n = 1À, l'accroissement total de la fonction f (x, y) au point M, 


22—01561 
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peut être mis sous la forme 
Af= 7 14’ (A)?°+2B'Az Ay+ C' (ay, (1) 


où À’ = Î2x (Æo + 04x, Yo -+ 6Ay), B' = fiy (&o + OAz, yo + 
+ 0Ay), C" = fyy (to + 8AZ, yo + 8Ay), 0 << 8 L'1. Les déri- 
vées partielles secondes étant continues en M,, on a 

lim 4° = f;(z0 Yo) = A>0 (ou 4A<O), 


Ax—0 
Av—0 


et 
im (4'C'— 8") — fan (eo, V0) fin or V9 — Us (eo, VIE = A > 0. 
Ay—0 
Pour Ay et Az assez petits, on a donc 
A'>0 (ou A'<0), AÀ'C'—B°= A >0. 


Comme À” #0, la relation (1) peut être mise sous la forme 
Af= re 14"2(A2)2+ 24'B'AzAy + A'C' (Ay}°]. 

ou, si l’on met le trinôme entre crochets sous sa forme canonique, 
Af= 37-77 l(4'Az+ B'Ay}+ (4'C' — B'?) (Ay)°]. 


L'expression entre crochets est positive, donc si 4° > 0 (f2x (Zo» 
Yo) > 0), alors Af2> 0 et par suite on a un minimum local en M,; 
si A < 0 (fr (To: po) << 0) alors Af< 0 et l’on a un maximum 
local en Mo. C.Q.F.D 

c) Supposons maintenant que A = AC — B°<O0et, Nb 
précédemment, que À — fix (to Vo), B — fiy (or Vo): 
= y (Zo, Yo). Considérons le trinôme 


A + 2Bz + Cri. 
Puisque B* — AC >> 0, on peut exhiber deux nombres z, et z, 
tels que 
A + 2Bz;, + Cr>0, À + 2Bzx, + Cri < 0. 
Comme en a), mettons l’accroissement total de la fonction f (x, y) 


en 4, sous la forme (1). Les dérivées partielles secondes étant 
continues, on a 


lim (4'+2B'x,+C')—A+2Br,+ Cr >0. 
8x0 
Ay—0 


Il existe donc un 6-voisinage du point M, tel que si M (x, + Az; 
Yo + Aÿy) lui appartient, alors 


A" +2B'x, + C'x > 0. ù (2) 
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Considérons maintenant un Ô-voisinage du point M, tel que 
6’ 6. On peut choisir un nombre t >> 0 assez petit pour que le 
point M,(x +t; y + tx,) appartienne au Ô’-voisinage de 4. 
En posant Az = tet Ay = tx, dans (1), on obtient en vertu de (2) 


Af=f(to+ Az, yo+ AY) — ft Yo) = 
= [4 +2B'z+C x] > 0. 


En raisonnant de même relativement à xz,, on trouve que le ô-- 
voisinage du point MW, contient un point M, (x + Az; y + Ay) 
tel que 


Af = f (to + AZ, Yo + AY) — Î (or Yo) < 0, 


c'est-à-dire que l’accroissement de la fonction f (x, y) ne garde 
son signe dans aucun voisinage si petit soit-il de M,, donc il n°y 
a pas d’extrémum en M, 


Remarque. Si À = O0, la fonction f (x, y) peut présenter ou non 
un extrémum en un point stationnaire. 


Exemples. Trouver l’extrémum des fonctions: 
4. 22 + zxy + y* — 2r — 3y. On a 


fx = 2z + y — 2, Ju = z + 2y — 5. 


Cherchons les points stationnaires. Résolvons à cet effet le systè- 
me d'équations 


ke y—2=0, 
z+2y—3— 0. 


La solution est x = 1/3, y = 4/3. Donc M, (1/3; 4/3) est un 
point stationnaire. 


Par ailleurs, fu = 2, fry — 1, fyy = 2, A = 2-2 — 1 — 
— 3 Comme A=3>0 et f; — 2 > 0, la fonction étudiée 
présente un minimum en M,(1/3; 4/3). 


2. 2 = 2 — y. On a f; = 2x, fy = — 2y. En résolvant le 
système d'équations 2z = 0, —2y = 0, on trouve que M, (0; 0) 
est un point stationnaire. Puisque fix = 2 feu = 0, fyy = — 
et donc que À = 2- (—2) — O0 — — 4 < 0. la fonction z ne 
présente pas d’extrémum en M,(0; 0 


3. z= 2 + yt. On a fx = 4x, fy = 4y°, fre = 122, fu = 
= 0, fyy = 12y*. En résolvant le système d'équations 4r° = 0, 
4y$ = 0, on trouve que le point M, (0 ; 0) est stationnaire. D’autre 
part, fx (0, 0) = 0, f;, (0, 0) = 0, donc À = 0. D’après la remar- 
que ci-dessus, la fonction z peut présenter ou non un extrémum 
en M,. Ici on a un extrémum, puisque z > 0 en tous les points 


22° 
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sauf en M, où elle est nulle. Donc la fonction z présente un mini- 
mum en M,. 


4. := 2 + y. On af; = 3x, f, = 3y*, fx = 6x, fiy = 0, 
fu = 6y. En résolvant le système d'équations 37° — 0, 3y* = 0, 
on trouve que le point Àf, (0 ; 0) est un point stationnaire. D'autre 
part, f2; (0, 0) — 0, f,,, (0, 0) — 0, donc À — 0. La fonction z ne 
présente pas d’extrémum ici. En effet, z (0, 0) = 0, z (x, 0) — 
— 2, d'où z > 0 pour zx >0 et z< 0 pour z< 0, c’est-à-dire 
que dans tout voisinage du point M,, cette fonction prend des 
valeurs aussi bien supérieures qu'inférieures à z (0, O). 


$S 9. Méthode des moindres carrés 


Dans les recherches on est souvent conduit à utiliser des for- 
mules empiriques. L'une des meilleures méthodes d'établisse- 
ment de ces formules est la méthode des moindres carrés. 

Soit à établir une relation empirique entre deux variables 
zet y. Par exemple, entre la température et l'allongement linéaire 
d'une barre métallique. Les résultats des mesures sont consignés 
dans le tableau suivant : 


Etablissons maintenant la forme de la fonction y = f (x) par le 
nuage de points (x, ; y), (T2 Ya), + - «+ (Zn; Yn) de la figure 166. 
Ce nuage nous suggère une dépen- 
dance linéaire entre x et y de 
la forme 


y = az +b (1) 


qui est l'équation d’une droite 
appelée droite de régression de 
y en z. 

Les points du nuage n'étant 
pas alignés, la formule (1) est 
une formule approchée. Donc en 
portant les coordonnées de ces 
points dans l'expression y — 
— (ax + b), on obtient les égalités 
Yi — (ar, + b) = À, ya — (axe + b) = 6, ..., Yyn — (az + 
+ b) = 6,, où 6,, 6,, . .., 6, sont des nombres appelés erreurs. 

On se propose de choisir les coefficients a et b de telle sorte 
que ces erreurs soient minimales en valeur absolue. Utilisons 
à cet effet la méthode des moindres carrés. Soit la somme des carrés 


Fig. 166 
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des erreurs 


S (a, = > R | [yi— (az; +b)P = À 6, 


A 


eds 


où z, et y, sont des nombres donnés, a et b des coefficients incon- 
nus qu'il faut déterminer en minimisant S (a, b). 

Le problème se ramène donc à la détermination des valeurs 
de a et b minimisant la fonction S (a, b). On a 


2 = 0 D [ui — (ax: + b)] x: ee = —2 D Lys — (ax: + b)]. 


ES | i— 1 


En égalant ces dérivées partielles à 0, on obtient un système 
linéaire de deux équations à deux inconnues a et b: 


n n S 
N\ 
D. YiTi a 2: 2+b D La 
i— 1 i=1 i-1 (2) 


Le système (2) s'appelle système normal de la méthode des 
moindres carrés. Sa résolution nous donne les valeurs de a et b 
cherchées, donc l'équation (1) de la droite de régression. 

On établit sans peine que la fonction S (a, b) présente un 
minimum au point M (a, b) à l’aide des dérivées partielles secon- 
des. On a 


© 
ts 
De) 
&R 
ès 
© 
t 
Cm 
Ÿ 
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ft 
[A 
S 


Donc 


n 


nt 
__ 92 925 as \2. a _ (9 2 
Ar — | mo) 2 4-(23 a) 
i=Î 


i— | 


Cette expression peut être mise sous la forme À — 


ni Ÿ 


2 Dre 2 (&i—x;), d'où il s'ensuit que A0. La fonction 
11 j=1 


S'(a, b) présente un minimum en M (a; b) puisque a > 0. 


Exemple. On donne le tableau suivant: 
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Cherchons l'équation de la droite de régression de y en x. 
Pour former le système (2), calculons préalablement les quan- 
tités suivantes : 


5 5 5 
>» yiti = 16,9; > xi = 25; », Li =); >) Yi = 8. 
i=1 i=1 i=1 ii 
Le système (2) s’écrit alors 
25a + 5b= 16,5, 
5a + 5b — 8. 


Sa résolution nous donne a = 0,425, b — 1,175. L’équation de la 
droite de régression est donc y = 0,425 z + 1,175. 


CHAPITRE XIII 


INTÉGRATION 


Dans ce chapitre nous étudions les principaux problèmes 
d'intégration des fonctions de deux variables. Les définitions 
et résultats acquis peuvent être généralisés aux fonctions de 
trois et de plus de trois variables. 


$ 1. Intégrales doubles 


L'intégrale double est l'extension de la notion d’intégrale 
définie à une fonction de deux variables. 

1) Définition et conditions d’existence de l’intégrale double. 
Soient G un domaine fermé borné, z = f (x, y) une fonction défi- 
nie et bornée sur ce domaine. 

On admet que la frontière du 
domaine G est composée d'un 
nombre fini de courbes définies 
par des équations données de la 
forme y = f (x) ou z = œ (y), où 
Î (x) et p (y) sont des fonctions 
continues. Comme exemples de 
tels domaines citons un polygone 
fermé dont la frontière est une 
ligne polygonale composée de Fig. 167 
segments de droite d'équations 
y = kxz + b ou x = a; le domaine borné par une ellipse (la fron- 


tière est composée ici des deux courbes y = + VE — z) , etc. 

Divisons le domaine G en nr parties G,; ne possédant pas de 
points intérieurs communs, d'aires As; (i = 1, 2, ..., n) 
(fig. 167). Dans chaque partie G; choisissons arbitrairement 
un point (E;; n:) et formons la somme 


= 2 f (Er; mi) Ass, (1) 


que nous appellerons somme intégrale de la fonction f (x, y) dans 
le domaine G. Appelons diamètre d (G) du domaine G la plus 
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grande des distances de deux points frontières de G. Désignons 
par À le plus grand des diamètres des domaines partiels G; 
(À = max d (G:;)). 
I<Si<n 

Définition. La limite Z *), si elle existe, de la somme intégra- 
le (1) lorsque À—> 0 s’appelle intégrale double de la fonction 
Î (x, y) étendue au domaine G et se représente par l’une des nota- 
tions suivantes: 


T—= | {fa y) ds=— | | f(x, y) dx dy. 
G G 


La fonction f (x, y) est dite intégrable sur le domaine G; le domai- 
ne G s'appelle domaine d'intégration ; x et y, variables d'intégration ; 
ds (ou drdy) élément d'aire ou aire élémentaire. 

En définissant l'intégrale double, nous avons admis que la 
fonction f (x, y) était bornée. Comme dans le cas d’une fonction 
d’une seule variable, cette condition est une condition nécessaire 
d’intégrabilité. Mais elle n'est pas suffisante, c’est-à-dire qu'il 
existe des fonctions bornées qui ne sont pas intégrables. Comme 
exemple citons la fonction j (x, y) définie sur le carré {(z;y) |0O< 
Ir 1, OL y<L 1} de la manière suivante: 


fi si x et y sont rationnels, 
FEU |0 s'ils sont irrationnels. 


La non-intégrabilité de cette fonction résulte directement de la 
définition de l'intégrale double. 

Pour établir les conditions suffisantes d'intégrabilité, il 
est commode de se servir, comme dans le cas d’une seule variable, 
de la théorie des sommes de Darboux qui se généralise intégrale- 
ment à l’intégrale double **). Le théorème suivant se prouve 
par analogie au théorème correspondant de l'intégrale définie. 


Théorème 13.1. Une fonction f (x, y) continue sur un domaine 
fermé borné G est intégrable sur ce domaine. 

Signalons que l'intégrale double n'existe que pour les seules 
fonctions continues. Nous avons un théorème plus général. 


Théorème 13.2. Une fonction f (x, y), bornée sur un domaine 
fermé borné G et partout continue dans ce domaine sauf aux points 


*) Le nombre 7 s'appelle limite de la somme intégrale (1) lorsque : — 0 
si pour tout e => Oil existe un Ô => 0 tel que pour À . Ô l'onait| o — [ | < 
< € indépendamment du choix des points (£;; n;) 

**) On démontre, en particulier, que si f (x. y) est intégrable sur le 
domaine G, la limite des sommes de Darboux aussi bien inférieures que su- 


périeures est égale à ji { (x, y) ds lorsque À —+ 0. 
G 
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d'un nombre fini de courbes continues d'équations y = f (x) ou x — 
— p (y), est intégrable sur ce domaine. 


2. Interprétation géométrique de l’intégrale double. Soit P 
le solide (fig. 168) limité par une surface d’équation z = f (x, y), 
le plan xOy et le cylindre de section droite G. Le solide P s'appelle 
cylindre curviligne. 

De même que le calcul de l'aire du trapèze curviligne conduit 
à l’interprétation géométrique de l'intégrale définie, de même le 


calcul du volume de P conduit à F 


l'interprétation géométrique de 
l'intégrale double. 

En effet, la somme intégra- 
le (1) est ici la somme des volu- 
mes de cylindres droits d'aires 
de base As; et de hauteurs 
f (Er, x), qui peut être adoptée 
pour valeur approchée du volume 


de P 
Up à JE, ni) As. Fig. 168 


Cette approximation est d'autant plus exacte que la subdivision 
du domaine G est fine. Si À—+ 0, cette égalité approchée se trans- 
forme en l'égalité rigoureuse: 


vp= limX f(E, 1) As. 
À 0 i—1 


La fonction f (x, y) étant intégrable, sa somme intégrale admet. 
une limite qui est égale à l'intégrale double de f (x, y) étendue 
au domaine G. Donc 


Up = | | fa, y) dx dy. 
G 


On voit donc que l'intégrale double d’une fonction continue est 
égale au volume d'un cylindre curviligne. 


Remarque. Si l’on pose f (x, y) = 1 sur le domaine 6, la défi- 
nition de l'intégrale double nous donne l’aire s du domaine G 
sous forme d'une intégrale double: 


| f't-drdy= lim » 1-As; = lim s=s. 
G i= 


— i—1 A0 


3. Propriétés de l’intégrale double. Les propriétés fondamen- 
tales de l’intégrale double sont identiques aux propriétés corres- 
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pondantes de l'intégrale définie. Nous les formulerons donc sans 
les prouver. 

1° Si k est une constante et f (x, y) une fonction intégrable 
sur un domaine 6, la fonction kf (x, y) est aussi intégrable sur Get 


J Verte, az ay x  J 76 w dx àv, 


autrement dit on peut faire sortir une constante du signe d'inté- 
gration. 

29 Si f (x, y) et g (x, y) sont des fonctions intégrables sur G, 
il en est de même de leur somme algébrique et 


| | (f(z, y +e(z, y) az dy = | | fe, y) dx dy + 
o G 


+ [1 g(x, y) dx dy. 


39 Une fonction f (x, y) intégrable sur des domaines G, et G, 
sans points intérieurs communs est intégrable sur la réunion G 
de ces domaines et 


1 f(x, y) dx dy — j f(x, y) dx dy + | | ft, y) dx dy. 


Gs 


4° Théorème de la moyenne. Si une fonction f (x, y) est inté- 
grable sur un domaine G, il existe un point (E;; ni) € G tel que 


Î ÿ fe y) dr dy =f{Ëi; m)s, 


G 


où s est l'aire limitée par G. 

Maintenant que nous avons défini l'intégrale double, étudié 
ses propriétés fondamentales, ses conditions d'existence et son 
interprétation géométrique, passons à ses méthodes de calcul. 


$ 2. Réduction de l’intégrale double à 
l’intégrale itérée 


1. Cas d’un domaine rectangulaire. Etudions tout d'abord 
l'intégrale double sur un rectangle D de côtés parallèles aux 
axes de coordonnées. 


Théorème 13.3. Soit f (x, y) une fonction définie sur un rectangle 
D = {{z;, y)la<2z<b; cL y d}. Supposons qu'existe l’inte- 
grale double 


(fee pas dy (1) 
: 
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Supposons, par ailleurs, que pour tout x E (a, b] existe l'intégrale 
définie 
d 


T(@= | fe, w dy. (2) 


n 


Alors existe l'intégrale 
b b d 
| Z'(æ)dz = { az ft y) dy 


(appelée intégrale itérée) et 


| EC y) dz dy = | dz | f(x, y) dy. (3) 
D a C 


Démonstration. Divisons le rectangle D par les 
points a = Z, LL Lo L... 


Lan =betc=N<y< ÿ 
Ya... L'yr = den nk élé- d 
ments Di, = {(z; y)|zri1< 

LI Ti; Ya < YK Y;}. Posons Y, 


Ati = Ti — Tin: AY; =y; — 
—y;] et désignons parmi;;et M\;; Y,-: 
respectivement l'infimum et le 
suprémum de la fonction f (x, y) 
sur l'élément D ;; (fig. 169). On ot a x EX 
a alors sur cet élément 

Fig. 169 


mi Ÿ(L:Yy) < Mi. (4) 

Posons dans cette double inégalité x — E,;, où £; est un point 
arbitraire de l'intervalle [x;.,, x;] et intégrons ensuite (4) par 
rapport à y entre y;_, et y;. On obtient 

"J 
MAY; < | fi, y) dy < M;jAy;. (5) 


U j-1 


En sommant (5) sur tous les j entre 1 et k et en utilisant la 
notation (2), on obtient 


R 
à mijAyy < TE) < à M;;Ay;: (6) 


D'autre part, en multipliant (6) par Az; et en sommant sur tous 
les i entre 1 et nr, on trouve 


n R 
D ÿ mit: A y; <> TE) An < LD D M;jAt;Ay;. (7) 


i= i=1 J=1 i=1 j=1 
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Supposons que le plus grand des diamètres des éléments D;; 
tend vers O0 (À—>0). La plus grande longueur Az; tend aussi 
vers 0. Les membres extrêmes de (7) qui sont les sommes inférieure 
et supérieure de Darboux tendent alors vers l'intégrale double 
(1) (cf. note de la page 344). Donc le membre moyen de (7) admet 
une limite qui est égale à la même intégrale double. Or, d’après 
la définition de l'intégrale, cette limite est égale à 


b b d 
BICIC (az (fe y) dy. 


On a ainsi prouvé l'existence de l'intégrale itérée et l’égalite (3). M 
Remarque. Si dans le théorème 13.3 on intervertit x et y, on 


démontre l’existence de l'intégrale itérée 
d d b 


| 7 (way = | dy | f(x, y) dx 


et l'égalité 
d 


| | f(x, y) dx dy — | dy f(x, y) dx. (8) 
D C 


L'intégrale double se ramène à l'intégrale itérée grâce aux 
formules (3) et (8). Ainsi, par exemple, dans la formule (8) on 
intègre par rapport à x à y constant et ensuite par rapport à y, 
c'est-à-dire qu’on prend successivement deux intégrales définies. 


Exemple. Calculer | | zy dr dy, où D={(z;pl1<r<2; 
D 


2. Cas d’un domaine curviligne. 


Théorème 13.4. Soit z — f (x, y) une fonction définie sur un 
domaine G= {(x; y)|la<z<b; y (2) <y<y2:(2)}, où 
ÿh (x) et y2 (x) sont des fonctions continues. Si existent l'intégrale 
double | 


| [fe ar dy 


G 
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et, pour tout x E (a, b], l'intégrale définie 


Ua(x) 
1(a)= À f(@ way, 
yi(x) 
alors existe l'intégrale itérée 
b b vx) 
\ T (x) dx — az | Î (x, y) dy 
a a Va(x) 
et l’on a l'égalité 
b Uax) 
| [fe y) dx dy =- j dz | f(x, y) dy- (9) 
G° a M(x) 
Démonstration. Posons c — min y,(xz), d = 


= max y, (x) et comprenons le domaine G dans le rectan- 


[u, 
gle D = {(x;y)la<zr<b;c<« 
<y< d} (fig. 170). Considérons 
sur ce rectangle la fonction auxi- 
liaire 
f(x, y) dans G, 
0 dans D\G. 


» 


Cette fonction satisfait à toutes 
les conditions du théorème précé- 
dent. En effet, elle est intégrable Fig. 170 

sur G, puisqu'elle est confondue 

avec f (x, y), et intégrable sur D G où elle est nulle. Donc 
d'après la propriété 3° du $ 1, elle est intégrable sur le rectangle D 
tout entier. De plus 


[| F(x, y) dr dy = j | f(x, y) dz dy 


F (x, y) — 


et \1 F(z, y) drdy=0, 


| Ft, y) dx dy — | (fe, y) dx dy. (10) 
D G 

D'autre part, pour tout zE{a, b] existe l'intégrale 

d yi(x) vAx) d 

JFG pdy= | Fa nay+ À Ft pay | Ft pv, 


c V1(x) Va(x) 
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puisque chacune des trois intégrales du second membre existe. 
En effet, les segments [c, y, (x)] et [y, (x), d] sont extérieurs au 
domaine G et F (x, y) est nulle sur eux, donc la première et la 
troisième intégrale sont nulles, 
y quant à la deuxième, elle existe 
1 par hypothèse, car F (x, y) — 
— f (x, y) sur l'intervalle [y, (x), 

Ya (x)]. Donc 


d Ua(x) 
| F(x, y) dy — f(x, y) dy. 
c (x) 
O 1 x UN (41) 


Fig. 171 La fonction F (x, y) satisfaisant 


ainsi à toutes les conditions du 
théorème 13.3, son intégrale double sur D peut être ramenée 
à une intégrale itérée : 


| Fa, y) dx dy —- (af re. y) dy. 
D à c 


De là et des égalités (10) et (11) on déduit que 


| [ft pardy= FAT y) dy 
G a yi(x) 


c'est-à-dire la formule (9). 


Remarque 1. Si dans le théorème 13.4 on intervertit x et y, on 
établit l'existence de l'intégrale itérée 


d d XV) 
| T (y) dy = | dy | f(x, y) dx 
C C x,(y) 
et l'égalité 
d Xa(y) 
{frtmyaraye [ay | fa pas. (12) 
G C x (y) 


Exemple. Calculer l'intégrale | | (x° + zy + 2y*) dx dy sur 


G 

le domaine G = {(x; y) [OS 2z<1; 0 y< 1 — 7x). 
Solution. Le domaine G est le triangle limité par les 

axes de coordonnées et la droite y = — x + 1 (fig. 171). Donc 
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ÿ, (x) = 0, y, (x) = 1 — zx. La formule (9) nous donne 


| 1-x 
| | (2? + zy + 2y?) dz dy — | dx | (x? + zy + 2y°) dy = 
G 0 
1 
a ee cr maine ne LE À 


On peut calculer cette intégrale à l’aide de la formule (12) si 
l’on intervertit x et y dans G. Le triangle est alors défini par les 
doubles inégalités 0< y<1, 0 z<1—y, d'où z, (y) = 0, 
z: (y) = 1 — y et l’on vérifie immédiatement que l'intégrale 


; 1 1-y 
\ [ (2° + zy + 2y?) dx dy = | dy | (2? + zy + 2y*)dzx 
G° 0 0 


prend la même valeur. 


Remarque 2. Si le domaine G ne satisfait pas aux conditions 
du théorème 13.4 (par exemple il est coupé en plus de deux points 
par des droites verticales ou horizontales), il faut le partager en 
parties vérifiant chacune ces conditions et ramener ensuite à une 
intégrale itérée chaque intégrale double étendue à ces parties. 


$ 3. Changement de variables dans 
l’intégrale double 


Soit jf (x, y) une fonction continue sur un domaine fermé bor- 
né G. Alors existe l’intégrale double 


[ Î FC y az dy. (1) 


Considérons le changement de variables 
z =z{u, v), y =y(u, v). (2) 


On admettra que u et v se définissent de façon unique à partir 
de (2): 
u =u(z, y), v —=v(x, y). (3) 


Les formules (3) associent à chaque point M (x; y) du domaine G 
un point M *(u; v) d’un plan rapporté aux coordonnées rectangu- 
laires u et v. Supposons que les points M * (u; v) forment un do- 
maine fermé borné G *. Les formules (2) s'appellent formules de 
transformation des coordonnées, les formules (3), formules de trans- 
jormation réciproque. 

Sous les hypothèses adoptées on démontre que si les fonc- 
tions (2) admettent sur G* des dérivées partielles premières conti- 
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nues et si le déterminant 


Or 0x 

D{x, y) | du av 

D'{u,v) dy Ôy (4) 
ou dv 


est différent de 0 sur G *, l'intégrale (1) est justiciable de la for- 
mule de changement des variables 


| je y) dx dy [fx tu, v), y(u. | RE | du du. 


; ‘es 
(9) 


Le déterminant (4) s'appelle déterminant fonctionnel ou jacobien 
du nom du mathématicien allemand Jacobi) des fonctions z — 
— z(u, v), y = y (u, v) par rapport aux variables uw et v. 

On peut résumer ce qui précède par le théorème suivant. 


Théorème 13.5. Si la transformation (2) envoie bijectivement 
le domaine fermé borné G sur un domaine fermé borné G *; si les 
fonctions (2) possèdent des dérivées partielles premières continues 
sur G * et un jacobien (4) non nul; si enfin la fonction f (x, y) est 
continue sur G, alors on a la formule de changement des varia- 
bles (5). 

Nous glisserons sur la démonstration du théorème qui est 
assez compliquée *). 

L'intégration par changement de variables d’une intégrale, 
qu'elle soit définie ou double, est une méthode très efficace qui 
permet de ramener les intégrales à une forme plus commode pour 
les calculs. 


Exemple 1. Calculer l'intégrale | (2z — y) dz dy, où G 


G 
est le parallélogramme limité par les droites x + y = 1,xz + y — 
= 2, 2x — y = 1, 2r — y —3 (fig. 172, a). 

Solution. Le calcul direct de cette intégrale est assez 
laborieux, puisque pour la ramener à une intégrale itérée (par 
rapport à y et ensuite à zx) il faut diviser le domaine G en trois 
domaines (limités par les pointillés sur la figure 172) et calculer 
ensuite trois intégrales. Ce problème se simplifie considérable- 
ment si l’on envisage le changement de variables 


z+y=u, 2r—y = v. (6) 
Les droites x + y = 1 et x + y — 2 se transforment en u = 1 
et u — 2, les droites 2x — y = 1 et 2r — y — 3 en v = 1 et 


*) Signalons également que la formule (5) est valable dans un cas 
lus generee en particulier, le jacobien (4) peut s’annuler en un nombre 
ini de points ou sur des courbes. 
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v — 3 (fig. 172, b). Le parallélogramme G se transforme en un 
rectangle G * qui constitue un domaine d'intégration plus sim- 


Fig. 172 


ple. Reste à déterminer le jacobien. On a x = (u.+ v)/3, y — 
= (2u — v)/3. Donc 


D (x, u) 
D{u, v) 


1/3 1/3 
2/3 —1/3 


La formule (5) nous donne finalement 


| | (2z— y) de dy = | [Lodudr=t (au | var 
G 1 


mt ee + 
Tr 9 9 "97 


Remarque. Si l'intégrant ou l'équation de la frontière du 
domaine d'intégration contient la somme z° + y, il est parfois 
payant de passer aux coordonnées polaires, car si z — p cos œ et 


y = psin , cette somme prend la forme simple (p cos p)* + 
+ (p sin q)° = p*. 


Exemple 2. Calculer l'intégrale [1 e“'+® dx dy, où G est 


G 
la portion de cercle contenue dans le premier quadrant (fig. 173). 
Solution. Passons aux coordonnées polaires avec les for- 
mules z = p cos p, y = p sin . Alors z° + y° = p° et 
0x dr 
D(z,. y) _| 6p 6p 
äp op 


COS —p Sin p 


= ë in? = 0. 
sing  pcosq p [cos? + sin* p] = p 


23—-01561 
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On voit que p varie entre 0 et 1 et entre 0 et x/2. Autrement dit, 
le domaine G se transforme en le rectangle {(p; @ |0<p<1; 
0 < p < x/2} *) (fig. 173). Donc la formule (5) nous donne 


n/2 | n/2 


\ Je dx dy = | dy | esp dp=+(e—1) dœ — 
0 


°G 
= (e—1)5=T(e—1). 


La construction détaillée du domaine G* est superflue lorsqu'on 
change de variables. On se contente généralement de déterminer 


Fig. 173 


les limites de variation des nouvelles variables en s'inspirant de 
la forme du domaine G sur le plan Ozy. C’est d’ailleurs ce qu'on a 
fait au début de cet exemple. 


$ 4. Quelques applications géométriques 
et physiques des intégrales doubles 


1. Calcul du volume. On sait que le volume v d'un cylindre 
curviligne limité par une surface d'équation z = f (x, y), par le 
plan Oxy et par un cylindre de génératrice parallèle à Oz et de 
directrice le contour de G, est donné par la formule 


v= | | f(z, y) dzdy. 


G 


Exemple 1. Calculer le volume limité par x = 0,y —0,z2=0 
et r+y+z—= 1 (fig. 174). 
Solution. On a 


v= J I (1—x— y) dr dy, 


*) Le jacobien est nul pour p = 0, mais la formule de changement 
des variables reste en vigueur. 
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où G est un triangle limité par les droites z = 0, y = 0 et x + 

+ y = 1. Les limites d’intégration sont 0 et 1 pour x, 0 et 1 — z 
pour y. Donc 

1 1-x 1 2 

o= (az | A—2-yay= [[A-2y-# 


0 0 0 


” de 


| 
1 1 
27 | U—aadr= +. 
0 


Poe Lé 


2. Calcul de l’aire. Comme déjà établi (cf. remarque du $ 1), 
l’aire s d’un domaine G peut être calculée à l’aide de l'intégrale 


double 
S = J | dx dy. 


Cette formule est plus universelle que la formule définissant l'aire 
d’un trapèze curviligne par une intégrale définie, car elle est 


Fig. 174 Fig. 175 


valable non seulement pour les trapèzes curvilignes, mais aussi 
pour les figures arbitrairement disposées par rapport aux axes de 
coordonnées. 


Exemple 2. Calculer l'aire du domaine G limité par les courbes 
y =z+ie x +y = 1 (fig. 175). 

Solution. Le domaine G est limité par la parabole y° — 
= z + 1 et par la droite y = —zx + 1. La droite coupe la para- 
bole en M, (3; —2) et M, (0; 1). Donc l'aire cherchée est 

1—y { 
9 
s— | | dx dy = | dy | dz — | (2—y— y?) dy=+ . 
G -2 yr-1 2 


La détermination des limites d'intégration de l'intégrale ité- 
rée est une phase délicate dans le calcul des intégrales doubles. Si 


23° 
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dans cet exemple on avait interverti l'ordre de l'intégration ité- 
rée (c’est-à-dire si on avait intégré d'abord par rapport à y et 
ensuite par rapport à x), on aurait dû partager le domaine G en 
deux parties (à l’aide de l'axe Oy), puisqu'il est limité par une 
courbe représentée par des équations différentes sur les interval- 
les —1 LrzLO0et 0 L r L 3. On aurait certes obtenu le même 
résultat mais au prix de calculs bien plus laborieux. 

Il est donc utile de se rappeler la règle suivante : si toutes les 
droites parallèles à l’axe Ox pénètrent dans le domaine d'’inté- 
gration G par une courbe définie 
par une seule équation (par la 
parabole dans le cas de l’exemple 
2) et en sortent par une courbe 
définie par une seule équation 
(par la droite dans le cas de 
l'exemple 2), l'intégrale intérieu- 
re doit être prise par rapport à x 
et l'intégrale extérieure, par rap- 
port à y: dans ce cas il n'est pas 
nécessaire de partager le domaine 
d'intégration; de façon analo- 
gue, si toutes les droites parallè- 
les à l’axe Oy pénètrent dans le 
domaine d'intégration G par une courbe définie par une seule 
équation et en sortent par une courbe définie par une seule équa- 
tion, l'intégrale intérieure doit être prise par rapport à y et l'in- 
tégrale extérieure, par rapport à x. 


Fig. 176 


3. Calcul de l’aire d’une surface. Les intégrales doubles per- 
mettent aussi de calculer les aires des surfaces courbes. 

Soient S une surface d’équation z = f (x, y), G sa projetée sur 
le plan Ozy (fig. 176). Supposons que la fonction f (x, y) est con- 
tinue et admet des dérivées partielles f: (x, y) et f, (x, y) conti- 
nues sur G. Pour déterminer l’aire de la surface S, partageons le 
domaine G arbitrairement en nr parties G; sans points intérieurs 
communs, d’aires As; (i = 1, 2, ..., n), et désignons par S; 
l’élément de surface S dont le projeté sur le plan Ozxy est l'élé- 
ment G;. La surface S est donc partagée en n parties. 

À chaque point (E;; n:) choisi arbitrairement dans G; corres- 
pond un point M;,l6;; n:; f (E:, nil de S. Menons par M, un 
plan tangent à S. L’équation de ce plan est 


fr (Eu nu) (à — 85) + 5 (Bu 06) Y — ni) — GE — z) = 0, 


où zx, y, : sont les coordonnées du point courant du plan; E;, ns, 
Z, = f (Es, ni) les coordonnées du point de contact (cf. chap. XII, 


$ 4, n° 2). On rappelle que le vecteur normal n du plan tangent 
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a pour composantes : 
{—fx (Ei, Ni) ; —fy (Es ni) ; + 1}. 


Considérons la partie du plan tangent dont la projetée sur le 
plan Ozxy est l’élément G;. Désignons-la par 0; et son aire par 
A5. On peut considérer que l'aire Ao; est approximativement éga- 
le à l’aire de S; et la somme de toutes les aires 


D Ao;, 
i=1 


approximativement égale à l’aire de S. 
La valeur exacte de l'aire s de S sera par définition posée éga- 
le à la limite de la somme 


n 
s—lim} Ai), (1) 
A0 i=1 

où À est le plus grand des diamètres des éléments G;. Montrons 
que cette limite existe et qu'elle est égale à l'intégrale double 


s= [ [VIF D pardy. (2) 
G 
2. 
Désignons par y; l’angle (Oz, n). Cet angle est égal à celui du plan 
tangent en M, à S et du plan Oxry. L'élément G; étant le projeté 
de ©; sur le plan Ozxy, les aires de ces éléments sont reliées par la 
relation 
As; 

COS Yi 


Ao; = 


En effet, cette formule est, on le sait, valable pour les trian- 
gles. Elle le sera de toute évidence et pour les polygones plans, car 
ces derniers peuvent être partagés en plusieurs triangles, et pour 
toute figure plane d’aire Ao, limitée par une courbe, car son aire 
peut être traitée comme la limite des aires de polygones inscrits. 

D'autre part, on sait du cours de géométrie analytique que 

1 


cos ÆE ——_—_—————…—_—— |, 
M VTT En n0 19 En 10 


Donc 


Ac = Vi+ T2 (En, n)+f G, 1) As. 


n 
*) La limite de la somme D Ao; lorsque À —0 se définit comme celle 


i—{ 
de la somme intégrale d'une intégrale double (cf. note de la page 344). Dans 
la suite toutes les définitions identiques seront omises. 
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En portant Ao; dans la somme (1), on trouve 


s=lim VIH, n)+f5 @, n9 As. 


0 i—= 


La somme du second membre est une somme intégrale pour la 
fonction V1 + 2 (x, y) + fi (x, y). Cette fonction étant parhy- 
pothèse continue sur le domaine G, la limite de cette somme lorsque 


À — 0 existe et est égale à l'in- 
tégrale double (2). C.Q.F.D. 


La formule (2) permet de cal- 
culer l’aire des surfaces définies 
par une équation z = f (x, y). 


Exemple 3. Calculer l'aire de 
la région du plan 6x + 3y + 
+ 2z — 12 comprise dans le 
premier octant (fig. 177). 

Solution. Puisquelafonc- 


tion z: = 6 — 33: —À yet le do- 


Fig. 177 


maine G, projeté de la région en- 

visagée sur le plan Ozxy, satisfont 
aux conditions énoncées ci-dessus, l'aire peut être calculée 
à l’aide de la formule (2). On a 


fx(2, y)= —3, fi(x, y) = —3/2; 
VIH , y) HF (æ, y) =V1+9+9/4=7/2. 
Le domaine G est un triangle limité par les axes Ox et Oy et 
par la droite 6x + 3y — 12, projeté du plan donné sur Ozxy. Les 


limites d'intégration sont 0 et 2 pour x et 0 et 4 — 2x pour y. 


Donc 
2 


s— | AÉTT _ [y]$-2* dx — + 
0 0 Ô 


Cu NN 

Pa 
PSS 
L 
& 
en 
& 

] 


= + [45 2} == 14. 


4. Calcul de la masse d’une plaque. Considérons une plaque 
dans le plan Ozxy, c’est-à-dire un domaine G dont la masse m est 
distribuée avec une densité p (x, y). Calculons la masse m de 
cette plaque à l’aide de la densité p (x, y) en admettant que 
p (x, y) est une fonction continue. Partageons G arbitrairement en 
n éléments G; (i — 1,2, ..., n) et désignons par m; la masse de 
G;. Prenons un point arbitraire (Ë;; n;) dans chaque élément G:. 
La masse m;, peut être supposée approximativement égale à 
p (E:, n1) Ass, où As, est l’aire de G;, et la masse totale m de la 
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plaque, approximativement égale à la somme 
n ñn 
m = > M; © 2 D (E;, ni) As;, 


qui est une somme intégrale pour la fonction continue p (x, y) 
dans le domaine G. En faisant tendre À vers 0, on trouve de toute 
évidence la valeur exacte de la masse de la plaque, valeur qui 
est égale à l'intégrale double de la fonction p (x, y) étendue au 
domaine G, c'est-à-dire à 


m = | | p(z, y)dzdy. (3) 


G 


Exemple 4. Calculer la masse 
d’une plaque carrée de côté 2a 
dont la densité p (x, y) en chaque 
point M (x; y) est proportion- 
nelle au carré de la distance de M 
au point d'intersection des dia- 
gonales, le coefficient de propor- Fig "ire 
tionnalité étant k. 

Solution. Choisissons le système de coordonnées comme 
indiqué sur la figure 178. Cherchons ensuite la fonction p (x, y) 
à partir des conditions du problème. Soit M (x; y) un point arbi- 
traire de la plaque. Le carré de la distance du point au point 
d’intersection des diagonales est égal à x° + y*. Donc la densité 
en M est 


P(M) = p (x, y) = k (& + y). 
D'après la formule (3) 
m = | | k (x° + y?) dx dy. 


G 


L'intégrant étant pair par rapport à x et y, et le domaine 
d'intégration, symétrique par rapport aux axes de coordonnées, 
on peut étendre l'intégration à la portion de domaine G comprise 
dans le premier quadrant, c’est-à-dire 


a 


m = 4k | dx (2° + y?) dy = 4k ( [y + £ | dx — 
0 


0 


© 


a 


= 4k À (ar +5) dr 4 [+ T 2 ax à 


: 8 
— — Lord 
3 5 3 0 


9. Centre de gravité d’une plaque. Trouvons les coordonnées 
du centre de gravité d’une plaque occupant un domaine G du 
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plan Ozxy. Soit p (x, y), où p (x, y) est une fonction continue, la 
densité de cette plaque en M (x; y). Partageons le domaine G 
en éléments G; (ë = 1, 2, ..., n), choisissons un point (£;; v;) 
dans chacun de ces éléments et admettons que la masse m; de G:; 
est approximativement égale à p (&:, ns) As:, où As; est l'aire de 
G;. Si l’on admet que chacune de ces masses est concentrée en un 
point, plus exactement au point (E;; ni), les coordonnées x. et ye 
du barycentre d’un tel système de points matériels seront définies 
par les formules 
LL 


Bip Gi, Ni) As 
= 1 


Te = — : 
D P Gi, ni) As 
i=i 
. (4) 
D Nip (Ei, Ni) Asi 
Uc = = 3 


n 
D PE, n1) As: 
im | 


formules qui donnent approximativement les coordonnées du 
centre de gravité de la plaque. Pour obtenir les valeurs exactes 
de ces coordonnées, il faut faire tendre À vers O0 dans (4). On ob- 
tient alors 


Ï Ÿ aote, 8e av Ÿ Sete, nésay 
G G 


Te = = ——;35——: 6) 


m 


où m— | jte, y) dx dy est la masse de la plaque. 


G 
Si la plaque est homogène, c’est-à-dire que p = const, les 
formules du centre de gravité se simplifient : 


| La À Soda 
Le = ——— ; Ye = ———— 
| had | ac ay 
G G 


Les quantités M, — | | zp (x, y) dx dy et M, =— \ | ve (z, y) *< 
G 


(6) 


x dx dy s'appellent moments statiques de la plaque par rap- 
port aux axes Oy et Ox. 

Le calcul des coordonnées du centre de gravité se ramène 
donc à celui de trois intégrables doubles. 


Exemple 5. Trouver le centre de gravité d’une plaque homogène 
limitée par les deux paraboles y* = x et 2° = y (fig. 179). 
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Solution. Déterminons les coordonnées du centre de gra- 
vité de cette plaque à l’aide des formules (6). Calculons tout 
d’abord la masse de cette plaque: 


Calculons ensuite ses moments statiques par rapport aux axes de 
coordonnées : 


| | VE 
M, = | | zdzdy= | rds | dy= = ; 
G 0 x? 
1 VV 
M} = | | ydz dy { az | y dy= + : 
G 0 x 
Les formules (6) nous donnent maintenant 
7 = Mu 3.19 _ Ma _3,1_ 
Cm Nm 3 D KT nm MN 3 2 


AÏNSI Ze Ye = y - 

6. Moment d'inertie d’une plaque. On sait que le moment 
d'inertie d’un point matériel par rapport à un axe est égal au 
produit de la masse de ce point par le carré de sa distance à l’axe, 
et le moment d'inertie d'un système de points matériels, à la 
somme des moments d'inertie de ces points. 

Supposons qu’un domaine G du plan Oxy est occupé par une 
plaque de densité continue p (x, y). Partageons le domaine G en 
éléments G; d’aires As; (i — 1, 2, ..., n) et choisissons un point 
(Ë:; n:) dans chaque élément G;. Nous remplaçons ainsi la pla- 
que par un système de points matériels de masses m; = 
— p (Es, nr) As: et de coordonnées (£;; n:). Le moment d'inertie 
d’un tel système de points pesants par rapport par exemple à Oy 

n 


est égal à > EiP (Er Mi) Asi. Prenons cette expression pour valeur 
{mi 


approchée du moment d'inertie de la plaque. Or, cette expression 
est une somme intégrale pour la fonction continue xp (x, y). En 
faisant tendre À vers O, on obtient pour le moment d'inertie de la 
plaque par rapport à Oy la formule suivante: 


L,= | | 22 (a, y) dx dy. 
G 
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De façon analogue, le moment d'inertie par rapport à l'axe 
Ox est égal à 


= [) yo (z, y) dr dy. 


Trouvons le moment d'inertie 7, de la plaque par rapport à 
l'origine des coordonnées. Puisque le moment d'inertie d'un 
point matériel de masse m par rapport à l’origine des coordonnées 


est égal à m (1° + y*), on obtient en reprenant les raisonnements 
précédents 


= | [(+y)p(z, y) ardy, (D 
G 
c'est-à-dire que 
Lo == I, + 1: 


Exemple 6. Trouver le moment d'inertie d’un disque de rayon 
R de densité constante p (x, y) = 1 par rapport à l'origine des 
coordonnées. 


Solution. La formule (7) nous donne 


1,= Î | (x? + y?) dx dy. 


G 


Passons aux coordonnées polaires. L'équation du contour du 


disque étant p — À en coordonnées polaires, on a 
- 2x 


2 
To = | ae | ro à = | [Tr ae = trs = Le. 


$ ©. Intégrales curvilignes 


Généralisons la notion d'intégrale définie au cas où le do- 
maine d'intégration est un segment de courbe plane. 

Les intégrales de cette espèce sont dites curvilignes. Elles 
interviennent largement dans les diverses branches des mathé- 
matiques. 

On distingue deux types d'intégrales curvilignes: les intégra- 
les de première et de seconde espèce. 


1. Définition de l’intégrale curviligne de première espèce. 
Considérons dans le plan Ozry une courbe AB différentiable ou 
différentiable par morceaux *) et soit z = f (x, y) une fonction 
définie et bornée sur la courbe AB. 


*) Une courbe définie par les équations z = ® (t),y = vw (t),a <t<B, 
est dite différentiable si les fonctions @ (t) et 1 (t) sont continues et possèdent 
des dérivées premières continues non toutes deux nulles (ce qui exprime 
que cette courbe admet une tangente en chacun de ses points). Une courbe 
continue composée d’un nombre fini de portions différentiables est dite 
différentiable par morceaux. 
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Partageons arbitrairement la courbe AB en n parties par les 
points À = M,, M,. M,, ..., Mia, Mi, ..., M, M, = B, 
chosissons un point arbitraire M? dans chaque arc M;_,M; 
(fig. 180) et composons la somme 


2 f (M?) AU, (1) 


où Al; est la longueur de l'arc M;_,M;. La somme (1) s'appelle 
somme intégrale pour la fonction z = f (x, y) = f (M) le long 
de la courbe AB. Désignons par À la plus grande des longueurs 
des arcs M;_.M, (À — max {Ah}). 
Définition. La . si elle 
existe, de la somme intégrale (1) 
lorsque À — O0 s'appelle intégrale 
curviligne de première espèce de 
la fonction f (z, y) le long de la 
courbe AB et se représente par 
l'une des notations suivantes 


I = | f(M) dt = { f(x, y) dl. Fig. 180 
AB AB 

La fonction f (x, y) est dite intégrable le long de la courbe 
AB, la courbe AB est le contour d'intégration; les points À et B, 
bornes d'intégration. 

L'intégrale curviligne de première espèce se ramène sans 
peine à l'intégrale définie. En effet, en paramétrant la courbe AB 
à l’aide d’un paramètre Z égal à la longueur d'arc mesurée à 
partir de À, on obtient la représentation paramétrique de la 
courbe: æ =zx(l), y=y(l) (01 L). Désignons par l? la 
valeur du paramètre / correspondant au point Mi, par /;, la va- 


leur correspondant à Àf; et mettons la somme intégrale (1) sous 
la forme 


où A,j—=l;—]l;,et l;,, LU? <Ll;. La somme (2) est somme 
intégrale pour la fonction f {x (L), y (!)] sur l'intervalle [0, L]. 
Les sommes intégrales (1) et (2) étant égales, il en est de même 
des intégrales qui leur du c’est-à-dire 


| rt a | rex y (Id. 3) 
AB 


Remarquons que la formule (3) ne fait pas qu'exprimer une 
intégrale curviligne en fonction d’une intégrale définie, elle 
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prouve l'existence de l'intégrale curviligne d’une fonction f (x, y) 
continue le long de la courbe AB *). 

Comme déjà indiqué, l'intégrale curviligne de première espè- 
ce se ramène directement à l'intégrale définie, mais entre ces 
deux notions nous avons la distinction suivante. Dans la somme 
intégrale (1) les quantités Al; sont nécessairement >=>0, indé- 
pendamment des points pris pour 
origine et extrémité de la cour- 
be AB, c'est-à-dire que 


Ïf(@ y at= (ft, war, 


Le Lun.) 


4 


all 
«ll Il 
Il CELL 


Mix:y) 8 —.. cu | 
tandis que l'intégrale définie 
X A b 
Fig. 181 16) dx change de signe si l’on 


na 
intervertit les bornes d'intégration. Pour le reste ces in- 
tégrales sont douées des mêmes propriétés. Ceci résulte directe- 
ment de la formule (3). 
L'intégrale curviligne de première espèce annee aussi une 


interprétation géométrique. Si l'intégrale définie | f (æ)dz où 


f (x) > 0 est l’aire d'un trapèze curviligne, l'intégrale curviligne 

f (M) dt où f (M) > 0 est numériquement égale à l’aire de la 
AB 
portion de surface cylindrique engendrée par les perpendiculaires 
au plan Oxy, de longueur variable ÿ (M), s'appuyant sur la courbe 
AB (fig. 181). 

En particulier, si AB n'est pas une courbe, mais un segment 
[a, b] de l’axe Ox, alors f (x, y) = f (x), Al; = Ax; et l'intégrale 
curviligne est une ordinaire intégrale définie. 

Si, enfin, on pose f (M) = 1, on obtient l'intégrale curviligne 


d/ qui est égale à la longueur de l'arc AB. 


“ut 


Ainsi l'intégrale curviligne de première espèce permet de 
calculer l'aire des surfaces cylindriques et les longueurs des 
arcs. Cette intégrale possède par ailleurs un vaste champ d'’appli- 
cation en physique. Elle peut servir au mème titre que l'intégrale 
double à calculer la masse d’une courbe matérielle à l’aide de sa 
densité, les moments d'inertie par rapport aux axes de coordonnées, 
les coordonnées du centre de gravité d’une courbe matérielle, etc. 


*) Dire que f (x, y) = f (M) est continue le long de la courbe AB 
revient à dire que lim f(M) = f (M5) en tout point M, de AB où MEAB. 
M—Mo 
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2. Calcul des intégrales curvilignes de première espèce. Le 
calcul des intégrales curvilignes de première espèce se ramène à 
celui d’intégrales définies. 

Soient AB une courbe d'équations paramétriques z = ® (ft), 
y =vb(t) (x LL PB), où  (t) et 4 ({) sont des fonctions con- 
tinues avec leurs dérivées premières; f (x, y) une fonction con- 
tinue sur AB. Nous admettrons pour fixer les idées qu'aux points 
A et B correspondent respectivement les valeurs &« et f de t. 
Pour tout point M (œ (t) ; + (t)) de la courbe AB, la longueur / de 


l'arc AM peut être traitée comme une fonction du paramètre £ 
et calculée (chap. VIII, $ 10, n° 3) par la formule 


== [VIS OFF OP de, 


d'où il s'ensuit, en vertu de la règle de dérivation d'une inté- 
grale par rapport à la borne supérieure, 
di= VI HE+[v Gr dt. (4) 
En tenant compte de (4), on peut mettre (3) sous la forme 
L 


J fe pie ICO) y (1)] di = 


AB 0 
B 
= [H1P@, vOIVIS OF FIV GE de. (5) 


Exemple 1. Calculer l'intégrale curviligne | y* di, où AB 
AB 
est le quart de cercle z = a cost, y = asint, 0<t< 1/2. 
Solution. Puisque 
y=a?sin’t, di = V a’ sin? f+a?cos?t dt — a dt, 
la formule (5) nous donne 
x/2 : 71/2 
| y? di — | a? sin?t.a dt = + | (1 — cos 2f) dt — 
+ 0 0 
_ ai sin 2t 11/2  aïn 
TS <<. 


En particulier, si la courbe AB est définie par l'équation 
y =y(xz), a L x < b, où y (x) est une fonction continüment dé- 
rivable, en prenant z pour paramètre, on obtient à partir de la 
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formule (5) 
b 


| f(x, y) di- fftz, y(2)] V1+y"* (2) dz. (6) 


AB 
nn 


Exemple 2. Calculer l'intégrale curviligne | y di, où 4 


AB 
est l’arc de parabole y® — 2x d’extrémités (0; 0) et (2; 2). 
Solution. On a 


y= V2zx, y'=1/V2z, dd=V1+y"dr= V1+1/(2x) dz. 


La formule (6) nous donne 


2 
ya [VA VT+ 070 dr 
0 


EX, 


AB 


2 (V2 de À (04 198 L (VS 1) 
0 


Remarque. La formule (4) est intéressante en soi. En élevant 
au carré, on obtient: (dl)? = [q” (é) dél® + [p” (é) dé]® = (dx)° + 
+ (dy). Cette égalité nous sug- 
gère une interprétation géométri- 
que simple de la différentielle 
d'arc di. Puisque la différentielle 
de la fonction y = y (x) est égale 
à l'accroissement de l’ordonnée 
de la tangente (chap. V. $3, n°1), 
la différentielle d£ (cf. fig. 185) 
est égale à la longueur du seg- 
ment de tangente à la courbe AB 
au point d’abscisse x, d’'extrémi- 
Fig. 182 tés les points (x; y) et (x + dz; 
y + dy), c’est-à-dire à l’hypoté- 
nuse du triangle rectangle de cô- 
tés | dr | et | dy |; l'égalité (dl)? = (dx)° + (dy)* est la formule 
du triangle rectangle (théorème de Pythagore). 


3. Définition de l’intégrale curviligne de seconde espèce. 
Soient données sur une courbe AB deux fonctions bornées P (zx, y) 
et Q (x, y). Partageons la courbe AB en nr parties par les points 
A =M,,M1,,..., Mia, Mi, ..., M, = B. Désignons par Az; 
—} 
et Ay; les mesures algébriques des projetés du vecteur M;_.,M,; 


sur les axes de coordonnées (fig. 182), prenons un point arbitraire 


M? dans chaque arc M;_,M, et composons la somme intégrale 
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pour la fonction P (x, y) (resp. Q (x, y)): 
2. P (Mi) Az; (resp. 2 URL (7} 


Définition. La limite 7, si elle existe, de la somme intégrale (7} 

lorsque À — 0 (À — max ({Al;}; Al; étant la longueur de 
1<i<n 

l'arc M;_1M;), s'appelle intégrale curviligne de seconde espèce de la 

fonction P (x, y) (resp. Q (zx, y)) le long de la courbe AB et se note 


| P(e, yäz (resp. Î Qt, du). 
ÂXB AB 
La somme 


| P(s, y) dx + | Qt, y) dy 
AB AB 


s'appelle intégrale curviligne générale de seconde espèce et se repré- 
sente par 

| P(x, y) dz+Q(x, y) dy *). 

AB 

Les intégrales curvilignes de seconde espèce se ramènent 
facilement aux intégrales définies. 

En effet, supposons que la courbe AB est représentée par les 
équations paramétriques z = œ@{t), y =wt(t), a<t<B, où 
œ (f) et ÿ ({) sont continues avec leurs dérivées premières, que 
p'® (t) ++’? (f) = 0 et qu'aux points À et B correspondent les 
valeurs & et B de £. Soient P (x, y) et Q (x, y) des fonctions conti- 
nues le long de la courbe AB. On a alors les formules suivantes 


B 
| P pér= | Plp(), bp (dt; 
AB : 
| Qt, n'du = | Q1Pt, pv à; 
AB œ (8) 
| P(z, y dr+Q(x, Way 
AB 


B 
= [{PLPE, VU Y (+ OLPC), (1 v (#)} dr, 


*) On omettra parfois les arguments des fonctions P (x, y) et Q (zx, y) 
et on écrira simplement P et Q. 
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qui ramènent les intésgrales curvilignes à des intégrales définies. 
Prouvons la première des formules (8): 


B 
| PG@, nar= | Pip@, pO)g (0 ar, (9) 


AB 


la seconde se prouvant de façon analogue et la troisième étant la 
somme des deux premières. 

Supposons qu'aux points M; de subdivision de la courbe 4B 
correspondent les valeurs t; de t, aux points M, les valeurs f*, 
c’est-à-dire que les coordonnées du point M, sont [ (4); w (t,)], 
celles du point M, [œ (1%); vd (#%)], à = 1, 2, ..., n. La fonc- 
tion P (x, y) est une fonction composée de £ : P [œ (t), 1 (t)]. Les 
fonctions x = œ (t) et y = + (t) étant continues sur l'intervalle 
[æ, B] et la fonction P (x, y) continue sur AB, le théorème de 
continuité d’une fonction composée nous dit que la fonction 
P [œ (£), Ÿ (#)] est continue sur l’intervalle [œ, BJ. 

Formons la somme intégrale (7) pour la fonction P (x, y): 


o— 2 P (M?) Az; = 2 Plp(é), v(t)] Ar. 


Comme Az; = m(t;) — (ti), la formule de Newton- 
Leibniz nous donne 
î 
Az =@(ti)— (ti) = | p' (t) dt. 
tin 
Donc 
n ; 
o= D Pet, 1 | v(@àt= 
{= { ti 
n |; 
= » À P{p(t), p(4)]1@" (+) dt. 


ii ti 


D'autre part, la fonction P [œ (t),  (t)] æ’ (t) étant continue 
sur [æ, B], son intégrale définie du second membre de (9) existe. 
Représentons cette intégrale par la somme d’intégrales sur les 
intervalles [t;., til: 


nf; 
1=X | Pie, pH] (at. 
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Estimons la différence 


n  t!; 
o—1= D À {Plett). vU)I— PIRE, ve Wdt. (10) 
i=1 


Etant continue sur [&, BJ, la fonction P [œ (t), ÿ (é)] y est uni- 
formément continue d’après le théorème de Cantor. Or, cela 
exprime que pour tout e > 0 on peut exhiber un ô > 0 tel que 
pour pu —= max {Af;} << 6 l'on ait 

Sin 


| P Le (#5), + EI — P le &), » CI I< e. (11) 


La fonction œ’ (t) est bornée sur [x, Bl, puisqu'elle y est continue, 
c’est-à-dire qu'il existe un nombre k tel que 


|p OISE. (12) 


En se servant de (11) et (12), on trouve la majoration suivante 
pour la différence (10): 


n  !{j 
o—SX À 12166), UNI — PI. pile WI at< 
ii li 


< eh ù (ti — ti.) = Eh (B— a). 


D'où, puisque & est arbitraire, 


lim o = J. (13) 
up—0 
Mais À— max {Af;} tend aussi vers O lorsque u — max {Al;} 
1Si<Sn 1<i<n 
tend vers 0, et inversement. En effet, Al; — 


i 
. \ Vo GI + [vb (dt. La continuité des fonctions œ’(t) 
tin _— 

et +’ (t) sur [&, B] entraîne celle de la fonction Viv’ (t)+ [4° (6)1 
sur [@. B]. Alors mAt, < AI, < MAË,, où m et M sont le mi- 
nimum et le maximum de la fonction V{œ' (4) +{[#'t6l2 sur 
[x, Bl et de plus m > 0 et M > 0 en vertu de la condition 
p*(t) —w*(t)Æ0. De l'inégalité de gauche il résulte que 
u — 0 lorsque À —+ 0 et de l'inégalité de droite, que À — 0 lors- 
que nu 0. Donc de (3) il s'ensuit 

lim 6 = /, 

70 
c'est-à-dire que l'intégrale curviligne \ P (x, y)dxr existe et 


18 
l’on a la formule (9). 


24 -01561 
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Des formules (8) il résulte immédiatement que l'intégrale 
curviligne de seconde espèce jouit des mêmes propriétés que 
l'intégrale curviligne de première espèce. 

Contrairement à l'intégrale curviligne de première espèce, 
l'intégrale de seconde espèce change de signe si la courbe AB 
est parcourue dans des sens différents, c'est-à-dire que 


Î P (zx, y)dz = — | P(x, y)dz, 


én, 
Ca 


AB BA 
| Qt, y) dy = — | Q(z, y) dy. 
AB BA 


En effet, si l'on change le sens de parcours de la courbe, on 
change les signes des mesures algébriques Az; et Ay; dans les 
sommes (7), donc le signe de ces sommes et de leurs limites. 

Dans le calcul des intégrales curvilignes de seconde espèce il 
faut donc tenir compte du sens de parcours de la courbe. 

Lorsque ZL est une courbe fermée, c’est-à-dire lorsque B est 
confondu avec À, on conviendra que le sens direct ou positif est 
celui qui laisse le domaine intérieur limité par Z à gauche du 
point courant se déplaçant sur Z. Le sens opposé sera appelé sens 
rétrograde ou négatif. 

L'intégrale curviligne le long d'un contour fermé L parcouru 
dans le sens direct est souvent désignée par la notation 


À P(x. y) dr+Q(x, y) dy. 
L 


4. Calcul des intégrales curvilignes de seconde espèce. Les 
intégrales curvilignes de seconde espèce se calculent par réduction 
à des intégrales définies à l’aide des formules (8). 

En particulier, si une courbe AB est définie par une équation 
y = y(x), ar <Lb, où y(x) est une fonction continüment 
dérivable, en prenant x pour paramètre, on déduit des formules (8) 
que 


b 
| P (x, y)dr = \Ptx, y(xz)\dz, 
AB . 


b 
Q(z, y) dy = fox, y (x)] y’ (x) dx, 


Je 


(14) 
b 
| Pa, Wdr+Q(, y) dy= [{PIe, (I 


en, 


AB 


+ Q1z, y(x)ly’(x)}dz. 
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On obtient des formules identiques si la courbe AB est définie 
par une équation de la forme x = x (y). 


Exemple 3. Calculer l'intégrale Ve dx + zy dy, où AB 


FT 


B 

est le quart de cercle x = cost, y = sint, 0<t<n/2, aux 

points À et B correspondent les valeurs 0 et x/2 de £. 
Solution. On a zx*— cost, dr — —sintdi, zy = 

— cos {sin t, dy = cost dt. La troisième formule (8) nous donne 


n/2 
| x? dx + xy dy — | (— cos? t sin { + cos” { sin t) dt = 0. 
AB ù 
Exemple 4. Calculer l'intégrale À (x + y) dy, où le contour 
L 


L est le périmètre du rectangle engendré par les droites z = 0, 
y =0, z =1ety = 1 (fig. 183). 

Solution. Le sens direct 
est indiqué sur la figure 183 par 
des flèches. Partageons le contour 
d'intégration L en quatre parties : 


$=i+i+)+f. 

L AB BC CD DA 
Il est immédiat que les intégrales 
le long de AB et CD sont nul- 
les, puisque y est constant sur ces 
segments, donc dy = 0. Reste 
donc à calculer les intégrales le long de BC et DA. En remplaçant 
x par yet y (x) par x (y) dans la première formule (14), on obtient 

1 

. “oi 3 
J'e+paye [A+ ay=[y+ Ter. 


(4) 


Fig. 183 


0 


BC 

2 0 4 

| e+y)dy= | (O+yay=[ #1 =. 
DA 1 

En définitive, 


3 
$ (c++ y) dy= 571. 
L 
Exemple 5. Calculer l'intégrale | 322y dr +(2x$+1)dy, où 
AB 
a) AB est le segment de droite y = x d’origine (0; 0) et 


d'extrémité (1; 1). 
24° 
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b) AB est le segment de parabole y — x° reliant ces points; 

c) AB est une ligne polygonale passant par les points (0; O), 
(1; 0), (1; 1) (fig. 184). 

Solution. La troisième formule (14) nous donne 


L 1 

a) | Bay dz+ (a+ 1) dy= | (4x4 1)dz 2; 
AB 0 
| 

b) [ Sz2y dx + (25 + 1) dy= | (524+ 22) dr- 25 
AB 0 


1 | 
co) | 3xy dz+(29+1) dy= | 3:2.0dz+ | (+1) dy = 
AB 0 0 


Î 
= (24y=2. 
0 


On remarquera que le résultat de l’intégration ne dépend pas 
du chemin suivi pour aller de À en B. L'explication de ce fait 
sera donnée au $ 7. 


9. Relation entre intégrales curvilignes de première et de 
seconde espèce. Désignons par «& et B les angles formés avec les 
axes de coordonnées par la tangente orientée *) à la courbe AB 
en M (x; y) (fig. 185); on obtient alors les relations 


dx = cos « dl, dy = cos B di **). (15) 


En portant les expressions (15) de dx et dy dans les intégrales 
curvilignes de seconde espèce, on obtient les intégrales de première 


*) Pour sens direct on prend le sens des t croissants 
*+) Voir remarque du n° 2. 
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espèce : 
| P (x, y) dr = | P (x, y) cos a dl, 


_ 7 (16) 
| Q(z, y) dy — | Q (zx, y)cosf di, 
AB AB 


| P(x, mär+Q(x, y ay= | (P(x, y)cosa+Q(z, y) cosB] dl. 
AB AB 

Donc les formules (16) expriment les intégrales curvilignes de 
seconde espèce par l'intermédiaire d'intégrales de première espè- 
ce et établissent ainsi un lien entre elles. Lorsque le point cou- 
rant parcourt la courbe dans le sens opposé, cos &, cos B, dr et dy 
changent de signe et les formules (16) restent en vigueur. 

Signalons en conclusion que nous avons étudié les intégrales 
curvilignes pour des courbes planes. Il est possible de généraliser 
sans peine leurs définitions et propriétés aux courbes gauches. 

Soit AB une courbe gauche sur laquelle sont définies des fonc- 
tions f (x, y, z), P (x, y, z), Q (x, y, 5) et R (x, y, z). On peut 
comme dans le cas d’une courbe plane définir les intégrales cur- 
vilignes de première et de seconde espèce suivantes: 


4 (z, y, 2) di, \P (x, y, z) dx, fe (x, y, 2) dy, | R(x, y,z) dz, 


AB AB AB AB 
| P (x, y,z)dr + Q(x;, y,:) dy + Rx, y, z) ds. La tech- 


AB 
nique de calcul de ces intégrales est à peu de choses près la 
même que pour les intégrales le long d’une courbe plane. 


$ 6. Formule de Green 


La formule de Green *) établit un lien entre les intégrales 
curvilignes et les intégrales doubles. Elle est souvent sollicitée 
en analyse et ses applications. 

Prouvons cette formule pour un domaine fermé dont le con- 
tour n'est pas coupé en plus de deux points par des droites paral- 
lèles aux axes de coordonnées. Pour simplifier, ces domaines seront 
dits simples. On admet que le contour est différentiable ou diffé- 
rentiable par morceaux. 


Théorème 13.6. Soit G un domaine fermé simple de contour L 
et soient P (x, y) et Q (x, y) des fonctions continues avec leurs déri- 


*) Green Georges (1793-1841), mathématicien et physicien anglais. 
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vées partielles _. et T sur ce domaine. On a alors la formule 
() 0P 
ff (<< +) az dy=$ Pdr+Qdy, (1) 
G 


dite formule de Green. 

Démonstration. Supposons que le contour ZL du do- 
maine G est définissable aussi bien par des équations zx = x, (y), 
T=Z (y) CLY<Ld),n (y) L 
T2 (y), que par des équations 
y =y(z), y=y(@)(Aa<z< 
< b), y1 (x) K y2 (x) (Hg. 186). 
Considérons d'abord un domaine 
G défini par les doubles inéga- 
lités a<z<b, y, (2) < y < 
L Yo @)< et transformons L inté- 
grale double 


| + dr dy 
G 


en intégrale curviligne. À cet effet, réduisons-la à une intégrale 
itérée et intégrons par rapport à y à l’aide de la formule de New- 
ton-Leibniz. On obtient 


RE dx dy — [as + dy = 


b 
= [IP G, we) —P (1 (GN dr = 


b 


b 
= [ P(e wz)dr— | P(z, y (a) ds. 


Chacune de ces deux intégrales définies est égale à l'intégrale cur- 
viligne de seconde espèce le long de la courbe correspondante 
(cf. formule (14), $ 5), plus exactement, 


b 


| P( yo (x)) dx = | P (x, y) dr = — | P(x, y) dx, 
“ ADB BDA 


b 
PP, ya (x)) dx = | P(x, y)dz. 


— 
ACB 
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Donc 


aP r 
( [dr ay= | | P(z, pdz+ | P(z. y)ar |. 
6 DA ÂCB 

c'est-à-dire que 


aP 
[IS dr dy —8 P( y) dx. (2) 
G L 
On démontre de façon analogue la formule 


[ [az dy= 6 Qt, y) dy, (3) 
G L 


le domaine G étant défini ici par les doubles inégalités c < y < d, 
TH (Y) LT Le (y). : | | 

En retranchant terme à terme l'égalité (3) de (2), on obtient 
la formule (1) annoncée. 


Remarque. La formule de Green reste valable pour tout domai- 
ne fermé G divisible en un nombre fini de domaines fermés sim- 
ples par adjonction delignes auxi- 
liaires. Supposons en effet que 
le domaine G de contour L est de 
la forme représentée sur la fi- 
gure 187. Divisons-le en deux do- 
maines simples: G, et G:, justi- 
ciables chacun de la formule (1). 
Ecrivons séparément la formule 
de Green pour G,; et G, et addi- 
tionnons les égalités obtenues. Au 
premier membre on aura une in- 
técrale double étendue au domai- 
ne G tout entier, au second, une 
intécrale curviligne le long du 
contour L de G, puisque l'intégrale curviligne le long de la courbe 
auxiliaire est prise une fois dans un sens et une autre fois dans 
le sens opposé. 


Fig. 187 


Exemple. Appliquer la formule de Green au calcul de l'inté- 
grale curviligne & (zx — y) dx + (x + y) dy, où L est le cercle 
L 


roy = R?. 
Solution. Les fonctions P (x, y)=z—y, Q (x, y)=:+y 


et = — 1, — 1 sont continues sur le disque ferme 


x? + y & R?. Donc cette intégrale est justiciable de la formule de 


376 INTEGRATION (CH. XIII 


Green d’après le théorème 13.6. On a 
É (y ar+(z+ydy= | 1—(—1Niardy= 
L G 


= 2 [] dr dy = 2s—27R*. 


Remarquons que le résultat obtenu se vérifie par un calcul direct 
de cette intégrale. 


$ 7. Conditions d’indépendance de l'intégrale curviligne 
par rapport au chemin d’intégration 


On a vu en résolvant l'exemple 5 (cf. $ 5, n° 4) que dans 
certains cas la valeur de l'intégrale curviligne | P dr +Q dy 


AB 
ne dépend pas du chemin d'intégration mais seulement de ses 
extrémités À et B. Etablissons les conditions de cette indépen- 
dance. La formule de Green joue un rôle important dans l’étude 
de cette question. 
Précisons la nature des domaines envisagés plus bas. 


Définition. On dit qu'un domaine plan G est simplement con- 
nexze si pour tout contour fermé ZL situé dans G, l’intérieur de L 
est entièrement compris dans G. 

De façon plus imagée, un domaine simplement connexe est 
un domaine ne présentant pas de trous. Comme exemples de do- 
maines simplement connexes citons l’intérieur d’un cercle, d’une 
ellipse, d'un polygone, etc. Un exemple élémentaire de domaine 
non simplement connexe est la couronne limitée par les cercles 
zx Ly* = 1 et 2° + y* — 3. En effet, le cercle x° + y* = 2 
situé dans ce domaine contient des points qui n’appartiennent 
pas à cette couronne, par exemple l’origine des coordonnées 


(0 ; O). 
Théorème 13.7. Soient P (x, y) et Q (x, y) des fonctions défi- 


nies et continues avec leurs dérivées partielles = et Sur un do- 


maine fermé simplement connexe G. Les quatre conditions suivantes 
sont alors équivalentes, c'est-à-dire que l’une d'elles entraine les 
trois autres: 

1) pour toute courbe fermée L différentiable par morceaux si- 
tuée dans G, 


Ÿ Pdz+Qdy=0: 
L 
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2) pour tout couple de points À et B du domaine G la valeur de 
l'intégrale 
| P dz+0Q dy 
AB 
ne dépend pas du chemin suivi à l'intérieur de G pour aller de À 
à A P dx + Q dyest la différentielle totale *) 


d’une fonction définie sur G. En d'autres termes, il existe une fonc- 
tion F (x, y) définie sur G telle que 


dF—Pdr+Qdy; D B 
4) sur le domaine G 
2P  ÔQ 
TO are (1) C 


Démonstration. Prou- 
vons ce théorème dans l'ordre | 
suivant : Fig. 188 


12341, 


c'est-à-dire montrons que la première condition entraîne la se- 
conde, la seconde entraîne la troisième, la troisième entraîne la 
quatrième et enfin la quatrième entraîne la première. Ceci prou- 
vera l’équivalence de ces conditions. 

Première étape. 1 —- 2. Relions deux points À et B du domaine 
G par deux courbes ACB et ADB différentiables par morceaux 
(fig. 188). La réunion de ces courbes est le contour L — ACB + 
+ BDA situé dans G. D'après la condition 1), 


& Pdr+Qdy=0, 
L 


mais 
@ Pär+Qdy= | P dz+Q dy+ | P dr + Q dy — 
É ABC BDA 
= | Pdr+Qdy— | P dr+Q dy, 
ACB ADB 

donc 

| Pdr+Q dy= | P dr+Q dy, 

ACB ÀÂDB 


ce qu'on voulait. 


*) En théorie des intégrales curvilignes de seconde espèce, la diffé- 
rentielle de la fonction F (x, y) est généralement appelée différentielle 
totale. 
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Deuxième étape. 2—+3. Supposons que l'intégrale | Pdz+Qdy 
ÀB 
ne dépend pas du chemin suivi pour aller de À en B. Si l'on fixe 
le point À, c'est-à-dire si À = À (x,; y.) cette intégrale sera une 
fonction des coordonnées x et y du point B = B (x; y): 


| Pdz+Qdy=F(x, y). 
äB 
Montrons que la fonction F (x, y) est différentiable et que 
dF = P dr +Q dy. (2) 


Il suffit de prouver pour cela qu’en chaque point B de G exis- 
tent les dérivées partielles 


= F et de plus que 
(x:y) C(x+aAx: y) Ôz ôy P q 


oF 
Pay = Q( y. 


(3) 

Les fonctions P (zx, y) et Q (x, y) 
Ô ge étant continues dans G, les rela- 
tions (3) entraînent la différentia- 

Fig. 189 bilité de F'(x, y) et l'égalité (2). 

Pour prouver l'existence de 


JF ee ; Se cu , ; : 
_ et la première égalité (3), formons l'accroissement partiel 


par rapport à x de F (x, y) au point B (x; y): 
A,F=F(z+Ax, y)—F(zx, y)=— 


— | P dz+Qdy— | Pdr+Qdy= | P dr+Q dy, 
äè ÀB BC 
où C = C'(xz + Az; y) (fig. 189). L'intégrale étant par hypothèse 
indépendante de la forme du chemin d'intégration, prenons pour 
chemin le segment de droite BC. Alors 
x+Ax 
AF = | Par+Q y | Par= | P(x, y)dz. 


BC BC 


En appliquant le théorème de la moyenne à la dernière intégrale, 
on trouve 
AF = P(r +6 Az, y) Az, 0S86<1, 
d'où 
AxF 
Az 


— P(x+0Ax, y 0<0<f1. 
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Donc 
0F 


= lim P(x+6Az, y)= P(x, y), 


8x0 


puisque P (x, y) est continue par hypothèse. On démontre par 

analogie que On Q (x, y). On a ainsi établi la condition à). 

Troisième étape. 3 — 4. Supposons que sur le domaine G est 

définie une fonction F (x, y) telle que dF = P dx + Q dy. Alors 
9F 


aF 
md op 


et d’après le théorème relatif à l'égalité des dérivées mixtes, 
8Q  d®F  2?F 8P 


— 


0x  drdy  dyôz — dy ? 


c'est-à-dire qu'on a obtenu l'égalité annoncée (1). 

Quatrième étape. 4 — 1. Supposons que la condition 4) est 
remplie et soit L une courbe différentiable par morceaux située 
dans G et limitant un domaine G*. Alors en appliquant la for- 
mule de Green au domaine G* (on se sert ici de la connexité 
simple de G), on obtient 


Pret | | (-S) dx dy. 


G®* 


L'intégrale du second membre est nulle d’après la condition 4). 
Donc 


& Pdz+Qdy=0 
L 


pour tout contour Z situé dans G. 


Remarque. De l'équivalence des conditions 1) à 4) du théorème 
13.7 il s'ensuit, en particulier, que la condition 3) est une condi- 
tion nécessaire et suffisante pour que l'intégrale curviligne ne 
dépende pas du chemin d'intégration. Mais la condition 4) est 
une condition nécessaire et suffisante qui est plus commode dans 
les applications. 


Le théorème 13.7 permet de dire facilement si l'intégrale cur- 
viligne dépend ou non du chemin d'intégration. Ainsi, par 
exemple, | et dr — y dy dépend du chemin d'intégration dans 

AB 
2e 
| ôx 
sur le fait que toutes les conditions sont essentielles. Considé- 


tout domaine, puisque _ = 0 — Mettons l'accent 
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EE 
rons par exemple l'intégrale 
—— —————— Le 
d $ Fur Age 
L 


où Z£ est un cercle de rayon R centré en (0; 0). On a 


4 OP —1—yÿ+9y2  yi— 23 

OH dy (+ y} (+ y ? 

Q= z 0Q _ r+y—2rt _ y —z? 
ur or GE) (y 


On voit que la condition d'indépendance par rapport au chemin 
d'intégration est formellement remplie, et pourtant l'intégrale 
le long de Z n’est pas nulle. En effet, si l’on définit le cercle par 
les équations x = R cost, y = R sin t. on obtient 

mL à 27 

— Rsint(—Rsint)—RcostRocost 
Del rien dt | di=2n. 

En fait, il n’y a aucune contradiction avec le théorème. Tout 
simplement l’une des conditions du théorème n'est pas remplie: 
0P 0Q 
—— et —- ne sont 
0y Ôx 
pas définies en (0; 0); quant au disque limité par L et privé du 
point (0; 0), il n’est plus un domaine simplement connexe (l'ori- 
gine des coordonnées joue le rôle de « trou »). 


les fonctions P et Q et leurs dérivées partielles 


$ 8. Intégration des différentielles totales 


L'étude des conditions d'indépendance de l'intégrale curvi- 
ligne [ P dx + Q dy par rapport au choix du chemin d’inté- 
AB æ e * 
gration nous permet de résoudre directement le problème de 
l'intégration des différentielles totales et de déterminer une fonc- 


tion d’après sa différentielle totale. 


On a montré que si des fonctions P (x, y) et Q (x, y) et leurs 
dérivées partielles TE et F2 étaient continues dans un domaine 


fermé G, alors l’expression 
P dx — Q dy (1) 


est la différentielle totale d’une fonction sur ce domaine si et 
seulement si 
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Nous avons prouvé par ailleurs que si cette égalité avait lieu, 
la condition 


dF = P dr — Q dy 
serait vérifiée par la fonction 
(x: 11) 
F(z, y)= | Pdr+Qdy= | P dz+Q dy. (2) 


AB (Xo 7/0) 
Supposons maintenant que l’expression (1) est la différen- 
tielle totale d’une fonction ® (x, y). Alors = P, = Q et 


la différence ® (x, y) —F (x, y) (cÎ. remarque suivant le théo- 
rème 12.6) est une quantité constante. Donc 


Oz y=F(& y)+c, (3) 


où C est une constante. En posant x = x, y = y,, de (2) on tire 
F (to Yo) = 0 et de (3), la valeur de C: C = ® (x,, yo). Mainte- 
nant on peut écrire (3) sous la forme 


F (x, y) = D (x, y) — D (To: Yo); 


et l'égalité (2), sous la forme 
(x, y) 
Pdz+Qdy=®(zx, y) —O(zo yo)- 


(Xo: vo) 


Si enfin on pose z=— z,.y—y,. on obtient la formule 
(x1° vu) 


X1: 
Paz+Qdy=D(m, p)—D(r y) =D, pl. (9 
(xo: vo) | 
La formule (4) rappelle la formule de Newton-Leibniz, mais elle 
n’est valable que si l’intégrale ne dépend pas du choix du che- 
min d'intégration. 

En nous servant des résultats établis, nous sommes en mesure 
d'indiquer une méthode de remontée à une fonction F (x, y) 
dont la différentielle totale est donnée par l'expression (1). 

La formule 

(x, y) 


F(z = | Par+Qdy+c, G) 


(xXo: vo) 


où (Zo, Yo) est un point fixe et C une constante arbitraire, permet 
de définir toutes les fonctions dont la différentielle totale est 
l'intégrant. 

Pour déterminer une fonction F (x, y) à l’aide de la formule (5), 
il suffit, après avoir choisi un point arbitraire du domaine G, 
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de calculer une intégrale curviligne le long de toute courbe reliant 
les points (x,; Ya) et (zx; y). Puisque dans la formule (5) l'in- 
tégrale ne dépend pas du choix du chemin d'intégration, il est 
commode de prendre pour chemin par exemple une ligne poly- 
gonale dont les segments soient parallèles aux axes de coordon- 
nées (fig. 190). Alors 


(x, 1) 
P dx -- Q dy — 
(xos vo) 
(x: Yo) 
= | Par+Qày+ 
(xo, vo) 
(x, y) 
Fig. 190 + P dr +Q dy. 


(x; vo) 


Puisque, d'une part, y = y, et dy = 0 sur le segment [(x,; yo); 
(x; ÿo)] et, d’autre part, dz = 0 sur le segment [(x; y,); (x: y)l, 
l'égalité (5) devient 


y 
Fe ÿ= (P(, y)dz+ [QG yay+c. 
yo 


X0 


où la première intégrale définie est calculée pour y constant égal 
à y, et la deuxième, pour zx constant. 


Exemple 1. Vérifier si l'expression (2° + 21zy — y*) dx + 
+ (2° — 2zy — y*) dy est la différentielle totale d'une fonction 
F (zx, y) et, le cas échéant, trouver F (x, y). 

Solution. Dans cette expression les fonctions 


P(z y)= 2 + 2zy — y, Q(z, y) = 2 — 2zy —y* (6) 


; Bin 5 ( 
sont continues avec leurs dérivées partielles _ — 2x — 2y et 


+ — 2z—2y qui sont égales. Donc cette expression est la 


différentielle totale d'une fonction F (x, y). Pour trouver cette 
fonction, utilisons la formule (2), où À (zx,; y,) est un point fixe 
et B (x; y), un point variable. 
Pour A(x; Yo) il est commode de prendre le point (0; O). 
(x, y) 
Puisque l'intégrale curviligne | (2x? + 2ry — y?) dx + (2 — 
(0, 0) 
— 2xzy — y*) dy ne dépend pas du choix du chemin d'intégration, 
relions les points (0; 0) et (x; y) par une ligne polygonale de seg- 
ments parallèles aux axes de coordonnées. Il suffit pour cela de 
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prendre le point (z; 0) (ou le point (0; y)) (fig. 191). L'un des 
segments de la ligne polygonale sera porté par un axe de coor- 
données. On a 


(x: y) 


F(x, y)= | (a? + 2zy — y?) di + (22 — 2xy — y?) dy + C — 
(0; 0) 


x y 3 
— | 2? dx + | (x? — 2xy — y?) dy+C= + ry— ay + C. 
0 0 


où C est une constante arbitraire. 

Quand on cherche à déterminer une fonction par sa différen- 
tielle totale, il est commode de 
procéder comme suit. Si 


oF oF 
ne 0 où (0; y) DRE er (x; y) 
en intégrant la première égalité 


par rapport à x, on obtient 
Fr y=|Par+f@) (1 


et en intégrant la deuxième par 
rapport à y, 


Fr = |Qdy+f(r. (6) 


où /, (y) et f, (x) sont des fonctions arbitraires. Si l’on choisit 
les fonctions f, (y) et f, (x) de telle sorte que les seconds membres 
de (7) et (8) soient confondus, la fonction F (x, y) sera une fonc- 
tion dont la différentielle totale est P dx + Q dy. 

Ainsi, supposons par exemple que dF — (2xry + 1) dr + 
+ (2° + 3y°) dy. Intégrons le coefficient de dx par rapport à x: 


À Cry +1) de = ay + 24 fi (y): (9) 


O (x:0) x 


Fig. 191 


et le coefficient de dy par rapport à y: 
À (22 302) dy = yet + 9 + f, (2). (10) 


Les seconds membres de (9) et (10) sont confondus si l’on pose 
hQ = +c et f. (2) =r+c. 
onc 


Fa, y =y +p+z+c. 
(2; 3) 


Exemple 2. Calculer l'intégrale curviligne | y dx + x dy. 
(—15 2) 
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Solution. Les fonctions 


P=y, Q=x, 21, LR 


sont continues et leurs dérivées partielles sont égales. Donc 
l'expression y dr + x dy est la différentielle totale dF (x, y) et 
cette intégrale ne dépend pas du choix du chemin d'intégration. 
Les formules (7) et (8) nous donnent F (x, y) = xzy et la formu- 
le (4), 

(2: 3) _—. 
y dx — x dy = xy 


Ci 23—(—1)-2=6+228. 


(-1; 2) 


Remarquons que cette intégrale se calcule directement si par 
exemple on prend pour chemin d'intégration la ligne polygonale 
de segments parallèles aux axes de coordonnées passant par les 
points (—1; 2), (2; 2) et (2; 3) (on laisse ceci au soin du lecteur). 


$ 9. Quelques applications 
des intégrales curvilignes de seconde espèce 


Les intégrales curvilignes de seconde espèce possèdent un vaste 
spectre d'application en géométrie, en physique et en technique. 
On se bornera à l'étude de deux problèmes: le calcul des aires 
planes et le calcul du travail d’une force. 


1. Calcul d’une aire à l’aide de la formule de Green. Soit G 
un domaine de contour L et d'’aire s. On sait que l'intégrale double 


| | f (x, y) dx dy pour f (x, y) = 1 exprime l'aire s du domaine 
G 


G. Si donc dans la formule de Green on choisit les fonctions 
P (x, y) et Q (x, y) telles que Tam, l'aire s de G sera 


0y 
définie par la formule 
= (| dz dy = Q P dx + Q dy. 
°G L 


Posons Q(x, y)=x et P(x, y) =0; alors T1 et 


oy 
du Di 
En posant P (x, y) = —y et Q(x, y)=0, on trouve par analogie 
S= — y dx, 
L 
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et pour P(zx, y) = —y/2, et Q(zx, y) =zx/2 


1 
a he Du Lu (1) 


Nous avons aïnsi obtenu trois formules pour le calcul d'airés 
planes de contour L. 


Exemple 1. Trouver l'aire de l'ellipse. 

Solution. Calculons cette aire par exemple à l'aide de 
la formule (1). L'équation paramétrique de l'ellipse étant x — 
= acost, y =bsint, 0OLtL 2x, on a dr = —asintdt; 
dy = b cos t dt et d'après la formule (1) 


1 
s=—+ À zdy—ydr— 
I. 


2x 2n 
+ | (a cos tbcosft--bsintasint) dt — = | dt — rab. 
0 Ù 

2. Travail d’une force. On sait que le travail fourni par une 
force variable F (x) portée par l'axe Ox pour déplacer un point 
matériel le long de cet axe d'un 
point zx =a à un point x — 
— b (a < b) est donné par l'in-  E----___f C 

b 


+ 
—_ 


tégrale définie À — | F (x) dx 


sd 

/ enr | ! 

(chap. VI, $8, n° 6). Posons le Lu 

problème plus général. Y2 | Eh 4 

Supposons qu’un point maté- 4 M 

riel se déplace le long d’une cour- À rs |Ax! ! 
be plane continue BC de B vers OT ox Ki XX 


C sous l’action d'une force À. 


On suppose que la force F est Fig. 192 
une variable dépendant de la po- 
sition du point matériel sur la courbe BC. Calculons le travail 


fourni par la force F pour déplacer le point matériel de B en C. 
A cet effet, partageons la courbe BC en n parties par les points 
B - Mo M, M, s. &'S M;, M; sé ae M, == C (fig. 192). 
Remplaçons la force Ê sur M;M;à, par une valeur constante égale 
à sa valeur en M, c’est-à-dire que F, = F(M;), et le mouvement 
PT 
du point matériel le long de l'arc M;M:;+,, par le mouvement sur 
le segment WM,M;,,.,. Le travail fourni par la force constante 
F (M) le long du segment M;M:+, peut être pris pour approxi- 
25—01561 
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mation du travail A; de la force variable F le long dé l'arc 
ITS 
MiMi+1, c'est-à-dire que 


À; & FM): MM. 
Le second membre dé cette relation approchée est le produit sCa- 


laire des vecteurs F (M) et M, Mi Il est égal à la somme des 
produits deux à deux des composantes correspondantes de ces 


vecteurs, c'est-à-dire que si F (M:) = {P (Mi); Q(Mi)}, 


MiMi41 = {Azi; Ayi}, alors À; & P (M:;) Az; + Q (Mi) Ays. 
En sommant sur à entre 1 et n, on obtient la valeur approchée du 
travail À le long D la courbe BC: 


A = FR (P (AT; )Az;, +Q(M:) Ay;) = —= 


= > P (M;) Az; + pl Q (f;) Ayi. (2) 


Pour valeur exacte du travail À on prend la limite vers la- 
quelle tend cette valeur approchée lorsque le plus grand des arcs 


PT 

MiMi+, tend vers 0. Mais, d'autre part, l'expression (2) est 
une somme de deux sommes intégrales pour les fonctions P (x, y) 
et Q (x, y) définies sur la courbe BC. La limite de cette somme est 
par définition une intégrale cur- 
viligne de seconde espèce. Donc 
le travail fourni par la force est 
défini par la formule 


=[Par+Qdy, (4) 
BC 
où P et Q sont les composantes 


| de la force F. 
Fig. 193 Si l’on pose ce problème dans 
l'espace, sa résolution se ramène 
au ésleul d'une intégrale curviligne de seconde espèce le long 
d’une courbe gauche à l’aide de la formule 


À | P dr+Q dy+R ds. 
BC — 
Exemple 2. Calculer le travail fourni par une force F (zx, y) 
pour déplacer un point matériel le long d’une ellipse de centre 
(0; 0) dans le sens direct sachant qu’en chaque point (zx; y) de 


l'ellipse cette force est dirigée vers (0: 0) et sa mesure est égale 
à la distance de (z; y) au centre (0; O) (fig. 193). 
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Solution. Par hypothèse, | F (z, y) | = Va + y': les 


composantes de la force F sont P — —z et Q = —y (le signe 
« — » provient de ce que la force est dirigée vers le centre (0; O)). 


La formule (3) nous donne À — — 6 x dx + y dy, où L est l’ellip- 


L 
se x =acost, y =bsint, 0 Lt 27. Donc 


27 
| sin 21 dt — 
J | 


aè— 


à 


a? — b2 
9 


À = 


2 2 
- (— cos 24) N = (0. 


Remarquons que la nullité de l'intégrale est due au fait que 
l'intégrant est la différentielle totale d’une fonction (on demande 
au lecteur de trouver cette fonction). 


$ 10. Intégrales triples 


Au début de ce chapitre nous avons introduit la notion d'in- 
tégrale double d’une fonction de deux variables. Définissons 
maintenant la notion d'’intégrale triple d'une fonction de trois 
variables. Les intégrales triples sont largement utilisées dans la 
résolution de nombreux problèmes de physique et de géométrie. 


1. Définition de l’intégrale triple. L'intégrale triple pour une 
fonction de trois variables se définit comme l'intégrale double 
pour une fonction de deux variables. j | 

Soit donnée une fonction bornée f (M) = f (x, y, z) sur un do- 
maine fermé borné V de l’espace. Partageons le domaine Ÿ en 
parties sans points intérieurs communs, de volumes Av,, Av,, . -. 
..., AU,. Dans chaque partie prenons un point arbitraire 
Mi (Ëi5 ni: Ge) et formons la somme 


> 1 Mis Gi) Avi, (1) 


qui s'appelle somme intégrale pour la fonction f (x, y, z) sur le 
domaine V. Désignons par À le plus grand diamètre des domaines 
partiels. 


Définition. La limite 7, si elle existe, de la somme intégra- 
le (1) lorsque À 0 s'appelle intégrale triple de la fonction 
f (zx, y, z) étendue au domaine V et se représente par l’une des 
notations suivantes: 


L= | [5 f(x, y, 2 du= Fi fre y, 2) dx dy dz. 
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Alors la fonction f (x, y, z) est dite intégrable sur le domaine V'; 
V est le domaine d'intégration; x, y et z, les variables d'inté- 
gration; du (ou dx dy dz), l'élément de volume. 

Puisque les résultats acquis pour les intégrales doubles et 
leurs démonstrations se généralisent aux intégrales triples on se 
contentera simplement de les formuler en les assortissant de brefs 
éclaircissements. 

Les intégrales triples sont une généralisation immédiate des 

égrales doubles au cas d’un espace à trois dimensions. Elles 
sont justiciables de conditions 
nécessaires et suffisantes d'exis- 
tence et de propriétés identiques 
à celles des intégrales doubles. 
Si l’on pose f (x, y, :) = 1 sur V, 
la définition de l'intégrale triple 
nous donne une formule de cal- 
cul du volume de F': 


mien FT] dr dy dz. 


2. Calcul des intégrales triples. 

Fig. 194 De même que pour les intégra- 

les doubles, le calcul des intégra- 

les triples se ramène au calcul d'intégrales de moindre dimension. 

Soit un domaine V limité par les surfaces z = z, (x, y) et 

Z = Za (x, y) et latéralement par une surface cylindrique, et soit 

G le projeté du domaine V sur le plan Ozxy (fig. 194). Supposons 

que les fonctions z, (x, y) et z, (x, y) sont définies et continues 

sur G. Supposons enfin que chaque droite parallèle à Oz coupe le 

contour de V en deux points au plus. Pour toute fonction f (zx, y, 2) 
continue sur V, on a alors la formule 


z 
=Z2(X; y) 


ZHx, U) 


[55e y, 2 dr dydz= | | dz dy | f(x, y, 2) dz, 
G 


Z1(X, y) 


qui permet de ramener le calcul de l'intégrale triple au calcul 
successif d’une intégrale définie intérieure par rapport à z (pour 
x et y constants) et d’une intégrable double extérieure étendue 
au domaine G. 
L'expression 
Zo(xX, V) 
T (zx, y) = | f(x, y, 7) dz 


z1(x, y) 


est une fonction de deux variables. Si les conditions du théorè- 
me 13.4 sont remplies pour cette fonction et pour le domaine 


Calcul 
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d'intégration G, en passant de l'intégrale double | | I (x, y) dz dy 
G 


à l’intégrale itérée, on obtient la formule 
b VYnx) ZAX, V) 
[Tree y, z) dr dy dz — | dx dy | f(x, y, z)dz, (2) 


v1(x) 2:(X, y) 


qui ramène le calcul de l'intégrale triple au calcul successif de 
trois intégrales définies. L'ordre d'intégration importe peu, 
c’est-à-dire que les variables x, y et z peuvent changer de rôle 
dans la formule (2). 

Si, en particulier, V est un 
parallélépipède de faces zx = a, 
z=b (a<b), y=c, y =d 
(cd), z—=k, z—=1(k<D), 
la formule (2) devient 


fre y, z) dx dy dz — 
v 


b d I 
= [az (dy {fa vds @) 

a c R 
Dans ce cas l'intégration peut Fig. 195 
être effectuée dans n'importe B- 
quel ordre. 


Exemple 1. Calculer l'intégrale | | \ (zx + y — 2) dx dy dz, 
ue 


où V est le parallélépipède limité par les plans x = —1, z — 1, 
y = 0, y —=1, z —=0, z —=2 (fig. 195). 
Solution. La formule (3) nous donne 
i i 2 


ai (+ y—2) dr dydz= | dz | dy | (z+ y — 2) dz = 
v J 4 à 


1 Î 1 1 


faften-thafufesa-nu- 
1 0 


21 0 = 
I 1 

 [ Lay+y?—2v) dr= | (2r—1)dr=(#— 2, = —2. 
a | 1 


Exemple 2. (Calculer l'intégrale Nil (z + y + 2) dr dy dz, 
v 


où V est la pyramide limitée par le plan x + y + z = 1 et les 
plans de coordonnées z = 0, y = 0 et z = O0 (fig. 196). 
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. Solution. Le projeté de V sur le plan Ozxy est le triangle 
G limité par les droites zx = 0, y = 0, y = 1 — x. La formule (2) 


nous donne 


1-x 1-X-y 


[I Steruta rade | ae | ay | (œ+y+2d- 
V. À . 


1 1 — 


= [ dz j Laz+us++ dy 
0 
= Lt get age | Fa "d : Lite 3x + 2°) dr = 
0 0 
jen ni 


3. Changement de variables dans l’intégrale triple. De même 
que pour l'intégrale double, il existe des formules qui permettent 


Ji ou 


y=1-x 


Fig. 196 


dans l'intégrale triple de passer 
des coordonnées rectangulaires à 
d’autres coordonnées et notam- 
ment aux coordonnées cylindri- 
ques et sphériques qui sont les 
plus usitées. 

Le changement de variables 
dans une intégrale triple s’effec- 
tue de la manière suivante. 

Si-un domaine fermé borné V 
de l’espace (zx, y, z) est appliqué 
bijectivement sur un domaine V* 
de l’espace (u, v, w) par des 


fonctions continüment dérivables x = x (u, v, w), y = y (u, v, w), 
z — 2 (u, v, w) et si le jacobien J 


dr 0e 
Ov  ôdw 
dy  Ôy 
mn al 
ds, & 
dv  ôw 


sur le domaine V*, on a la formule 


Y 


(if re v ddrdydr- 


: | \ HEC v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)] [J] du du dw. 


a 
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En particulier, lorsqu'on passe des coordonnées rectangulaires 
Z, y, z aux coordonnées cylindriques p, œ et z (fig. 197) à l’aide 
des formules 


T—=pCOSP, y—=psinp, 2z—=2z 
(O<Sp <L+-00, 0OLKpL27, — 00 KZ + 00), 


le jacobien J —p et par suite 
1) f (x, y, 2) dx dy dz— [1 | f(pcosæ, psiny, z)p dp d dz. (4) 


Ces coordonnées sont dites cylindriques, car la surface de coordon- 
nées p — const est un cylindre dont les génératrices sont paral- 
lèles à l’axe Oz. 


M(x; y; 2) 


Fig. 197 Fig. 198 


Le passage des coordonnées rectangulaires z, y et z aux coor- 
données sphériques p, et 8 (fig. 198) est réalisé par les formules 
z = p sin 6 cos p, y = p sin 6 sin p, z =pcos® 
O<p< +o, 0<p< 2x, 0LKB< 1); 


puisque le jacobien J = p* sin 6, on a 


if U; z) dx dy dz — 
V 


— | | | f{psin6 cos, psinO6 sin, p cos 6] p°sin 6 dp dpd8. (5) 
Ve 

Ces coordonnées s'appellent sphériques, car la surface de coordon- 
nées p — const est une sphère. Les coordonnées sphériques sont 
parfois appelées coordonnées polaires dans l’espace. 

Lorsqu'on calcule une intégrale triple en passant aux coordon- 
nées cylindriques ou sphériques, on ne représente pas en général 
le domaine V*, on indique les limites d'intégration en s'inspi- 
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rant directement de la forme du domaine V et en utilisant la 
signification géométrique des nouvelles coordonnées. 


Exemple 3. (Calculer l'intégrale | | | (22° + y°) dz dy dz en 
v 


passant aux coordonnées cylindriques z = p cos @, y = p sin , 
z = z, où V est le domaine limité par les surfaces z = 1° + y° 
et z = 1 (fig. 199). 

Solution. Puisque le projeté du domaine V sur le plan 
Ozy est le disque z° + y? < 1, la coordonnée œ varie entre 0 et 


Fig. 199 Fig. 200 


2x et la coordonnée p entre O0 et 1. À toute valeur constante 
p (0 << p < 1) correspond le cylindre 1° + y* = p*. En considé- 
rant l’intersection de ce cylindre et du domaine Ÿ, on trouve que 
la coordonnée z varie entre les valeurs des points situés sur le 
paraboloïde z = z° + y* et les valeurs des points situés sur le 
plan z = 1, c’est-à-dire entre z = p? et z — 1. En appliquant la 
formule (4), on obtient 


in | (zx? + y?) ét tas dp pas= [ap ( [p°z]}: dp= 
: Lx ; u 0 0 
= (TER Vde£ fer of es. 


Il est difficile de prodiguer des recommandations générales quant 
au choix du système de coordonnées. Ce choix dépend du domaine 
d'intégration et de la forme de l’intégrant. Signalons toutefois 
qu’il est plus commode de se servir de la formule (5) lorsque 
f (x, y, z) est de la forme f (x° + y° + z°) ou que le domaine V 
est une boule 2°? + y° + z° < R° ou une partie de cette boule. 


Exemple 4. Calculer l’intégrale | | | (x2+ y? + 22) dr dy dz 
V 


où V est la boule x° + y? + z? < R? (fig. 200). 
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Solution. On a intérêt à passer aux coordonnées sphéri- 
ques: z = psin0 cos, y = psinG sin, z—=pcos6. A la 
forme de V on voit que p varie entre 0 et À, œ entre 0 et 2x, 6 
entre O et x. Puisque 


2 + y +2 = p? sin? 6 cos? p + p° sin? 6 sin? p + 
+ p° cos® 60 = p° sin? 6 + p° cos* 8 = p*, 


la formule (5) nous donne 
R a 27 
{ | | (22+ y2+ 22) dx dy dz= | dp | de | p?p2 sin 6 dp— 
V 0 0 0 


x I 


R 27 R 
— | pt _ 4 j _ 
IL Le Lobbt L mn Li ne abs 


in | pt dp = ân [7 — 


4. Quelques applications des intégrales triples. Voyons briève- 
ment quelques problèmes classiques d’application des intégrales 
triples nous contentant de citer les formules sans les démontrer 
en raison de l’analogie de leurs démonstrations avec celles des 
intégrales doubles. 

Si est donné un solide Ÿ dont la densité p (M) = p (x, y, 2) 


est une fonction continue, l'intégrale triple | | p (x, y,z) dx dy dz 
V 
représente la masse m de Ÿ. 
Les moments d'inertie d’un solide V, de densité p (M) — 


— Pp (z, y, z), par rapport aux axes de coordonnées sont définis 
par les formules suivantes : 


L= | À À (+9 0 (0 dv: 
V 

I, = | Ï{ (x? + 22) p (M) dv; 
V 

I,= [ Ÿ S 2429 p an dv. 


Le moment d'inertie par rapport à l’origine des coordonnées est 


= [TT er + 290 00 dv 


394 INTEGRATION (CH. XIII 


Les coordonnées du centre de gravité sont données par les 
formules 


[ff zp (An dv [ [ [up (M) dv [ f [2e (A) dv 

LT. —= ES . y — a —_ _— e. 2, = D RE 
C m ? C mi ’ C m ? 
où m est la masse de V. En particulier, si le solide envisagé est 
homogène, c'est-à-dire si p (x, y, z) = const, les expressions des 
coordonnées du centre de gravité prennent la forme plus simple 


a Seed ie 
RES SE 


Le 
C U U 


où v est le volume de y. 
Comme déjà signalé, l'intégrale triple [| | dz dy dz est égale 


V 

au volume de V. Dans certains cas les intégrales triples se prêtent 
mieux au calcul des volumes que les intégrales doubles, car elles 
permettent de calculer le volume aussi bien d'un cylindre curvi- 
ligne que d’autres corps. 


Exemple 5. Déterminer les coordonnées du centre de gravité 
del’hémisphère boréal V d’une boule homogène de rayon R 
centrée en l’origine des coordonnées. 

Solution. Cet hémisphère est limité par les surfaces 
z = VR?— 1° — y° et z = 0. Pour cause de symétrie de l’hé- 
misphère, z = ÿe = 0. La coordonnée z est donnée par la for- 


mule 
[ff z dz dy dz [[f zdz dy dz 
V V 


ji due = 2 R3 


Ed 


2c —= 


En passant aux coordonnées sphériques, on trouve 


PAL x/2 R 
{ de | sin6cos 6 d6 | ps dp SL OR 
D + 0 
2 3 : 2 xs 8 
3 3 


$ 11. Intégrales de surface 


Dans ce paragraphe on étudie les intégrales de fonctions défi- 
nies sur des surfaces que l’on appelle intégrales de surface. 

La théorie des intégrales de surface présente de nombreuses 
affinités avec celle des intégrales curvilignes. On distingue des 
intégrales de surface de première et de seconde espèce. 
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1. Définition de l’intégrale- de surface de première espèce. 
Soit f (M) = f (x, y, z) une fonction bornée définie sur une sur- 
face S différentiable ou différentiable par morceaux *). Parta- 
geons la surface S en n parties d'’aires AS,, AS,, ..., AS, 
(fig. 201). Choisissons un point arbitraire M; (E;; ni; Gi) dans 
chaque surface partielle et for- 
mons la somme 


n 


2 f (M3) AS:. (1) 


La somme (1) s'appelle somme 
intégrale pour la fonction f (M) 
étendue à la surface S. Désignons 
par À le plus grand des diamëé- 
tres des surfaces partielles. 


Définition. La limite Z, si Fig. 201 
elle existe, de la somme intégra- 
le (1) lorsque À — 0 s'appelle intégrale de surface de première 
espèce de la fonction jf (x, y, z) étendue à la surface S et se repré- 
sente par l’une des notations suivantes : 


1= ([ ra as= (| f(x, y, 2 dS. 


S S 


Cette définition est identique à celle de l’intégrale double. C’est 
pourquoi les propriétés des intégrales doubles et les conditions 
de leur existence se généralisent pratiquement sans changements 
aux intégrales de surface. 

En particulier, si f (x, y, z) = 1 sur la surface S, alors 


{ [as lim > AS;=s, 
3 1 


s A0 :. 


où s est l'aire de S, autrement dit l'intégrale de surface de pre- 
micre espèce peut servir au calcul des aires de surface. 

D'autre part, on peut les utiliser pour calculer les masses, les 
moments statiques, les moments d'inertie, les coordonnées du 
centre de gravité des surfaces matérielles dont la densité surfaci- 
que est connue. Ces problèmes se résolvent comme pour une cour- 
be matérielle, un domaine matériel plan et gauche. 


*) On dit qu'une surface est différentiable si elle admet un plan tangent 
en chacun de ses points et si ce plan varie continüment quand on passe d’un 
oint à un autre. Une surface composée d’un nombre fini de morceaux dif- 


# 


érentiables s'appelle différentiable par morceaux. 
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2. Calcul des intégrales de surface de première espèce. L'in- 
tégrale de surface de première espèce se calcule par réduction à 
l'intégrale double. 

Soit S une surface représentative d’une fonction z = 2 (x, y) 
continue avec ses dérivées z; (x, y) 
et z, (x, y) sur le domaine fer- 
mé G, projeté de S sur le plan 
Ozxy (fig. 202); et soit f (x, y, 2) 
une fonction continue sur $S, 
donc intégrable sur S. 

Partageons la surface S arbi- 
trairement en x parties et proje- 
tons cette subdivision sur le plan 
Ozxzy. Nous obtenons une subdi- 
(Es m1) vision du domaine Gen domai- 

a nes partiels G,, G:, ..., Ga. 
RE L’aire AS; de chaque surface 
partielle s'exprime par la formule (cf. formule (2), n° 3, $ 4) 


AS;= [ [VIF D+4 0 y) dr dy. 
G 


En appliquant le théorème de la moyenne à cette intégrale double, 
on obtient 


AS;=V1+22(E, n:)+2 (ŒE: 15) As, (2) 


où (Ë,; ni) est un point du domaine G;; As;, l’aire de G;. Dési- 
gnons par M; le point de la surface S, de coordonnées (£;; n:; Gi), 
où by = 2 (E;, ns) et (E:; ni) est le point intervenant dans la for- 
mule (2). Formons la somme intégrale pour la fonction f (x, y, 2) 
sur la surface S en choisissant les points M; pour points inter- 
médiaires : 

n 


D FE, mm G) AS; = 


iz{ 
— à FLE, ni 2, n)]V1+22 Gi, n) +27, ni) As. (3) 


Le second membre est la somme intégrale de l'intégrale double 


de la fonction f[z, y, z(x, y)]] V1+22(x, y) +2 (x, y) continue 
sur le domaine G. Donc la limite du second membre de (3) 
lorsque À —+ 0 est égale à l’intégrale double 


(fre w 20 DIVTFEG D +4 1) dr dy. 


G 
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La fonction f (x, y, z) étant intégrable sur la surface S, la limite 
du premier membre de (3) lorsque À —+ 0 est égale à l'intégrale de 
surface 


f\ f(x, y, z)dS. 
S 


Donc en passant à la limite dans (3) (À — 0), on obtient la for- 
mule cherchée 


NE y, 2) dS— 


= | | flz y zx pIVI+2G y +4, pdrdy, (4) 


G 


qui exprime une intégrale de surface de première espèce par l'in- 
termédiaire d'une intégrale double étendue à la projetée de la 
surface S sur le plan Ozy. 

On obtient de façon analogue les formules exprimant l’inté- 
grale étendue à la surface S par l'intermédiaire d'intégrales dou- 
bles étendues aux projetées de S 


sur les plans Oyz et Ozz. £ 


Exemple 1. Calculer l'inte- 


grale RE + 4x2 + 4y? dS, où S > 
"ss 
est la portion de paraboloiïde de 


révolution z — 1 — 1? — y* dé- y 

coupée par le plan z = 0 (fig. 203). 
Solution. La projetée de 

la surface S d'équation z — 

= 4 — 2° — y? sur le plan Ozy Fig. 203 

est le cercle z° + y? = 1 (c'est-à- 

dire la section z = 0 du paraboloïde). Donc le domaine G est le 

disque x* + y* L'1. La fonction z = 1 — x° — y? et ses dérivées 

Zx (TZ, y) = 2e et z, (x, y) = _2y étant continues sur G, la 

formule (4) nous donne 


, y, DdS= TE AT + y dS — 
[ire y ©) JT FA + 7y 
L [Tv TE Art Au V TEA + dy dr dy = 
°G 


” j] (1+ 422 + 4y2) dx dy. 
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En passant aux:<coordonnées polaires TT = p COS P, y — psin P 
on trouve : 


| | (1 + 472 + 4y?) dx dy — f dp (1 + 402) p dp — 
G ù 


2x LE 


= Ir +eLep-+Tas-7e 
) 


27 


0 


3. Définition de l’intégrale de surface de ns espèce. Intro- 
duisons préalablement la notion de côté d’une surface. 
Soient $ une surface différentiable, M un point arbitraire de 


S, n le vecteur normal à S en M. Considérons maintenant un con- 
tour fermé sur S passant par le point À et ne rencontrant pas la 


AC 
Fig. 204 | Fig. 205 


frontière de S. Déplaçons l’origine W du vecteur #7 le long du 
contour fermé de telle sorte que 7 reste normal à S et que sa di- 


rection varie continüment *) (fig. 204). Le vecteur nr revient à 
sa position de départ avec son sens initial ou le sens opposé. 

On dit qu’une surface est à deux côtés si, en se déplaçant le 
long de tout contour fermé, le vecteur normal revient à sa posi- 
tion de départ en conservant son sens initial. 

Comme exemples de surfaces à deux côtés citons le plan, la 
sphère, toute surface d'équation z = f (x, y), où f (x, y) est une 
fonction continue avec ses dérivées premières sur un domaine du 
plan Oxy. 

On dit qu’une surface S est à un côté s’il existe dans S un 
contour fermé le long duquel le vecteur normal change de sens en 
revenant à sa position de départ. 

Un exemple élémentaire de surface à un seul côté est le ruban 
de Môbius **) qui est représenté sur la figure 205. On l'obtient 


*) Cola signifie que les cosinus directeurs de n sont des fonctions 
continues des coordonnées de S. 
*+) Môbius August Ferdinand (1790-1868), mathématicien allemand. 
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en tordant une fois une bande de.papier rectangulaire ÀABCD et 
en collant le côté DC sur le côté BA. Lorsque le vecteur normal 
parcourt le ruban le long dé la ligne médiane, il revient à sa posi- 
tion de départ avec un sens opposé au sens initial. 

Dans la suite on n'’étudiera que les surfaces à deux côtés. On 
appelle côté d’une surface S l’ensemble constitué de tous les points 
de S et d’un vecteur normal à S dont la direction varie continü- 
ment d’un point à un autre de S. Le choix d’un côté de S s’appelle 
orientation de S. Les surfaces à deux côtés sont dites orientables, 
les surfaces à un côté, non orien- 
tables. 

À la notion de côté d’une sur- 
face est étroitement liée la no- 
tion d'orientation du contour de 
cette surface. 

Soit $S une surface orientée 
limitée par un contour L sans 
point double. On‘conviendra que 
le contour Z est orienté dans 
le sens direct, ou positif, si un Fig. 206 
observateur se déplaçant sur L de 
telle sorte que le vecteur normal lui entre par les pieds et sorte 
par la tête, laisse l'intérieur de Z sur sa gauche (fig. 206). Le 
sens de parcours opposé est dit rétrograde, ou négatif. 

Passons maintenant à: la définition de l'intégrale de surface 
de seconde espèce. 

Soit S une surface différentiable d’équation z = f (x, y) et 
soit R (zx, y, z) une fonction bornée définie sur S. Considérons l’un 
des côtés de cette surface. On dira que le côté choisi est le côté 
supérieur ou le côté inférieur de la surface z = f (x, y) selon que 
les normales à S$ font des angles aigus ou obtus avec l’axe Oz. 
Partageons la surface S arbitrairement en n parties et désignons 
par G; la projetée de la surface partielle S; sur le plan Ozxy. Pre- 
nons un point arbitraire M; (E;; n:; &:) dans chaque surface par- 
tielle et composons la somme 


> R (E: ; 5 M4 Li) As, (©) 


où As; est l'aire de G; prise avec le signe « + » ou « — » selon que 
l’on considère le côté supérieur ou le côté inférieur de S. La 
somme (5) s'appelle somme intégrale pour la fonction R (M) — 
— R (x, y, 2). Désignons par À le plus grand des diamètres des 
surfaces partielles. 


Définition. La limite 7, si elle existe, de la somme intégrale (5) 
lorsque À —+ 0 s'appelle intégrale de surface de seconde espèce de la 
fonction À (x, y, z) étendue au côté choisi de la surface S et se 
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représente par l’une des notations suivantes: 


I — gl R(M) dx dy — JJ R (x, y, 2) dr dy. 


La fonction R (x, y, z) est dite intégrable sur la surface S par 
rapport aux variables zx et y. 

On définit de façon analogue l'intégrale de surface de seconde 
espèce étendue au côté choisi de S par rapport aux variables y 
et z (resp. z et x) d’une fonction P (zx, y, z) (resp. Q (x, y, z)) dé- 
finie sur S : 


{Pt y, 2) dy dz [ resp. ff ot y, 2 dzds |. 
S S 
La somme 


Ï5 P (x, y, z) dy dz+ j; Q(z, y, 2) dz dx + 3 R (zx, y, z)dz dy 


s'appelle intégrale de surface générale de seconde espèce et s'écrit 


f P(z, y, 2)dydz+Q(x, y, 2)dzdz+R(x, y, z)dzdy. (6) 
S 


L'intégrale de surface de seconde espèce possède les mêmes 
propriétés que l'intégrale de surface de première espèce à une 
différence près: c'est qu'elle 
change de signe quand on passe 
d’un côté à l’autre de la surface. 

Le problème du flux d'un 
champ de vecteurs qui sera envi- 
sagé au $ 14 conduit à la notion 
d’intégrale de surface de seconde 
espèce. 

Cette notion n'est pas intro- 
duite pour les surfaces à un côté. 


4. Calcul des intégrales de sur- 
face de seconde espèce. Les inté- 
grales de surface de seconde espèce se calculent par réduction à 
des intégrales doubles. 

Soit S une surface différentiable orientée par le choix du côté 
supérieur, représentative d’une fonction z = f (x, y) définie sur 
un domaine fermé G, projeté de S sur le plan Oxy, et soit R (x, y, 2) 
une fonction continue sur S. 

Partageons la surface S arbitrairement en n parties et projetons 
cette subdivision sur le plan Ozxy (fig. 207). Le domaine se subdi- 
vise alors en nr parties G;, G,, . .., G,. Choisissons dans chaque 
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surface partielle un point arbitraire M}, (Ë:; n1; &:) et formons la 
ñn 


somme intégrale », R (E:, Ne Gi) Ass, où As; est l’aire de G:. 
imi 
Puisque &; = f (ë, mi), on a 


n ñ 


7 R(E;;, Nr Gi) As = > 


2} £ RU Mir É(G N)] As. (7) 

Le second membre est la somme intégrale de l'intégrale double 
de la fonction R [zx, y, f (x, y)] continue sur le domaine G. En 
faisant tendre À vers OÔ dans (7) on obtient la formule cherchée 


[iRG y, 2) dx dy = a Riz, y, f(x, y)ldrdy, (8) 
: G 


qui exprime l'intégrale de surface de seconde espèce par rapport 
aux variables z et y au moyen d’une intégrale double. Par ail- 
leurs, la formule (8) établit l'existence de l'intégrale de surface de 
la fonction R (x, y, 5) continue sur la surface S envisagée. Si l’on 
se place sur le côté inférieur de S, l'intégrale du second membre de 
(8) change de signe. 

On établit de façon analogue la validité des formules sui- 
vantes : 


j P(x, y, 2) dyd:= | | P{f(y; 2), y. z1dydz, (9) 
S Ci 
(foc. y, z)d= dr = | \ Oz, f(x, 2), 5] dzdz, (10) 
S G: 


où la surface S est définie respectivement par les équations 
z =f(zx, y)et y = f(x. =s)et G, et G, sont les projetées de S respec- 
tivement sur les plans Oys et Oxz. 

Pour calculer l'intégrale générale (6) on se sert des mêmes 
formules (8), (9) et (10) si la surface se projette de façon unique 
sur les trois plans de coordonnées. Dans les cas plus compliqués 
la surface S est partagée en parties possédant les propriétés indi- 
quées, et l'intégrale (6), en une somme d'intégrales étendues à 
ces parties. 


Exemple 2. Calculer l'intégrale | @2+22) dr dy, où S est 


s 
le côté supérieur de la surface z= V 1— 2? limitée par les plans 
y—0 et y—1 (fig. 208). 

Solution. La projetée G de cette surface sur le plan Oxy 
est le rectangle —1 << z 1, 0 < y L 1. La formule (8) nous 


26—01561 
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donne 


j @?+2) ue | | [y2+ (V1—2)°] dx dy = 
; G 


1 1 
= | az | W?+1— 2) ày= l [HE +y—ay | dr = 
0 


- 1 


1 
“ire” ) dz= Far] 


Exemple 3. Calculer l'intégrale | u dy dz+ y dz dx + zdzxdy, 


s 
où S est le côté supérieur de la région du plan x + z — 1 = 0 li- 


Fig. 208 Fig. 209 


mitée par les plans y = 0 et y = 4, et située dans le premier 
octant (fig. 209). 
Solution. Par définition, 


| frdyds+ydzdr+ dr dy= 
S 


= (| xz(y, 2) dy dz+ ( [ydzdr+ [Tz6e, y) dx dy, 
‘Gi S "Ga 


où G, et G, sont les projetées de S sur les plans Oyz et Oxy et 
{ [ya dr:=0, puisque la surface S est parallèle à Oy. Les 


formules (8) et (9) nous donnent respectivement 
& 


1 
ï 1 z dr dy = ji (1 — x) dr dy — | ap (1— x) dr = 2 
4 ! 


( cdyds= | | (1—2) dyds= | ay | (1—2) az --2 


G1 0 U 
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Donc 


| | x dy dzæ y dz dr + 2 dr dy = 24024. 
S 
5. Lien entre les intégrales de surface de première et de seconde 
espèce. Les intégrales de surface 
de seconde espèce peuvent être 
introduites d’une autre manière, 
plus exactement, comme des inté- 
grales de surface de première es- 
pèce contenant des expressions 
spéciales sous le signe d'inté- 
gration. Désignons par cos «@, 
cos B et cos y les cosinus direc- 
teurs de la normale à une surface 
en l’un quelconque de ses points. Fig. 210 
Les intégrales de surface de 
seconde espèce diffèrent entre elles par le plan sur lequel est 
projetée la surface S : 
1) pour le plan Oxry 
jiRG ÿ; Ddzdy= | (RE, y, z)cosydS ; (11) 
s S 
2) pour le plan Oxz 


[oc y, jdzdz= | | Q(. y, z)cosf dS ; (12) 
3) SAR le plan Oyz ° 

[Pc y, 2) dy dz = \ | P (x, y, z)cosa dS. (13) 

: : 


S 


En sommant les formules (11), (12) et (13) on obtient une 
formule exprimant l'intégrale de surface générale de seconde 
espèce étendue au côté choisi de la surface, au moyen d'une in- 
tégrale de surface de première espèce : 


[( P dydz+Qdzdr +R dr dy = 
"s 


= | (P cosa + QcosB+ R cos y) dS. (14) 
‘ss 
Si l’on se place sur l’autre côté de la surface, les cosinus direc- 
teurs cos &, cos B et cos y de la normale changent de signe, donc 
l'intégrale de surface de seconde espèce aussi. 


Exemple 4. Calculer l'intégrale [ | z cos y dS, où S est le 
côté extérieur de l'hémisphère boréal x°-- y2— = 1. y l'angle 
aigu de la normale à S et de l'axe Oz (fig. 210). 


26% 
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Solution. La formule (11) qui relie les intégrales de sur- 
face des deux espèces nous donne 


J] z cos y dS — [J z dr dy. 


La projetée G de la surface S sur le plan Ozy est le disque r° + 
+ y° L 1. Donc, d'après la formule (8), 


15 z dx dy — j Vi—2— y" dx dy. 


En passant aux coordonnées polaires dans l'intégrale double, on 


obtient 
2x 


| JV y dx dy = | dœp V1—p°p dp = 
G 0 0 
{pe 
0 : : 


$ 12. Formule d’Ostrogradski 


er 


; 2x : 
P=—+ | dp=-- T. 
0 


La formule d’Ostrogradski *) établit une relation entre une 
intégrale de surface étendue à une surface fermée et l'intégrale 
triple étendue au volume limité par cette surface. Cette formule 
est analogue à la formule de Green qui, rappelons-le, relie une 
intégrale curviligne le long d’une courbe fermée à une intégrale 
double étendue au domaine plan limité par cette courbe. La 
formule d’Ostrogradski joue un rôle important en analyse et 
dans ses applications. 

Etablissons cette formule pour un domaine gauche fermé dont 
la frontière est coupée en deux points au plus par toute droite 
parallèle aux axes de coordonnées. Pour abréger, on dira que 
ces domaines sont simples. On se placera sur le côté extérieur de 
la surface limitant ce domaine et on admettra que cette surface 
est différentiable ou différentiable par morceaux. 


Théorème 13.8. Soit V un volume fermé simple limité par une 
surface S et soient P (x, y, z), Q (x, y, z) et R (x, y, z) des fonctions 
continues avec leurs dérivées partielles premières sur V. On a alors 


*) Ostrogradski Mikhaïl (1801-1861), mathématicien russe 
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la formule suivante : 
IS (++) dx dy dz — 


= | À Pdydz+Qdzdr+Rdzdy, (1) 
S 


dite formule d'Ostrogradski. 
Démonstration. Soient G la projetée de la surface S 
(et du volume V) sur le plan 
Ozy (fig. 211), =: = z (x, y) et 
2 = £:, (x, y), les équations des 
parties inférieure S, et supérieu- 
re S, de la surface S. 
Transformons l'intégrale tri- 


ple 
{ | SE dx dy ds 
LE: 


en intégrale de surface. A cet 
effet, ramenons-la à une intégrale 
itérée et intégrons par rapport 

à =: avec la formule de Newton-Leibniz. On obtient 


2 X, y) 
} {ja ardrds= [ j'azav à TE dz — 
: : G HU 
— | | R!{x, UE 22 (ZX, y)] dzdy— | Rx, Ys 2 (x, y)] dr dy. 
G G 


Le domaine G étant le projeté sur le plan Ozxy et de la surface S,, 
et de la surface S,, les intégrales doubles peuvent être remplacées 
par des intégrales de surfaces égales [cf. $ 11, n° 4 formule (8)]}, 
étendues aux côtés extérieurs des surfaces z — 3, (x, y) et : — 
= 2, (x, y), c'est-à-dire 


IS Te dx dy dz =- J] R (x, y, 2) dx dy — 


(ire y, 2) dx dy. 


Si 
Dans l'intégrale étendue à S,, en changeant de côté on obtient 


if] TE dx dy dz = jf R (x, y, 2) dx dy + 
Ÿ à s; 
+ÎTR(, y, adrdy= | | Razdy. (2) 
S; S 
où S est le côté extérieur de la surface limitant le volume V. 
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On démontre de façon analogue les formules 


FF mrre LT Pa (3) 
| [| _. dr dy dz — à Q dz dr. (4) 


En ajoutant terme à terme les égalités (2), (3) et (4), on 
obtient la formule (1). 


Remarque. La formule d'Ostrogradski est valable pour tout 
volume fermé V divisible en un nombre fini de volumes partiels. 
En effet, en appliquant la formule (1) à chaque volume partiel 
de la subdivision et en ajoutant les résultats, on obtient au pre- 
mier membre une intégrale triple étendue à V et au second. une 
integrale de surface étendue à la surface S limitant V, puisque 
la somme des intégrales de surface étendues aux deux côtés des 
surfaces auxiliaires est nulle. 

La formule d’Ostrogradski se prête bien au calcul des inté- 
grales de surface étendues à des surfaces fermées. 


Exemple 1. Calculer l'intégrale \ [ z dy ds + y ds dx + 


S 

+ z dr dy, où S est le côté extérieur de la pyramide limitée par 

les plans z + y + z = 1, x = 0, y — 0 et z = 0 (cf. fig. 196). 
Solution. La formule d'Ostrogradski nous donne 


| [rdyds+yd: dr +: dr dy= |iu+t+tarayas- 
°s ® ÿ 
1 1-x 


1-x-1 
+ fie -3 (az [ dy dz= 


()) (1 


x- 2 71-x 
| Elo” * dy = [frs + t dr — 


— 3 [ist PR 


6 2 
Exemple 2. Calculer l'intégrale | 2 dy ds + y° dz dx + 

+ 7 dx ie où S est le côté éxtérieue de la sphère z° + y* + 

. S * ution. La formule d' Ostrogradski nous donne 

J] 


2 dy dz + y de dr + 25 dr dy = 3 iii (22 + y? + 22) dx dy dz, 
V° 
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d’où, si l’on passe aux coordonnées sphériques, 
3 | | | (2x2 + y? + 2?) dx dy dz — 
: 2x 


= à | dy | sin 0 d6 


0 0 


pidp=#7R5. 


Ce 


Comme déjà signalé ($ 9, n° 1), la formule de Green exprime 
l'aire d’un domaine au moyen d'une intégrale curviligne le long 
du contour de ce domaine. De façon exactement analogue on peut 
déduire de la formule d'’Ostrogradski une expression pour le 
volume sous forme d'une intégrale de surface étendue à la surface 
fermée S$S limitant ce volume. En effet, en choisissant des fonc- 
tions P, Q et R telles que 

ÔP  6Q 


R 
Ôzx FEU Oz 1, 


on obtient 
v= jf | dr dy dz = | | Pdyd:+Qdz dr + R dx dy, 
v °s° 


où v est le volume limité par $S. En particulier, en posant 
P= 13 Q=y3et R=7z3,0na 


= — | | x dy dz + y dz dx + z dr dy. 
S 


$ 13. Formule de Stokes 


La formule de Stokes *) établit un lien entre les intégrales de 
surface et les intégrales curvilignes. Comme les formules de 
Green et d’Ostrogradski, la for- 
mule de Stokes est largement 
utilisée en analyse et dans ses 
applications. 

Soient $S une surface représen- 
tative d'une fonction = — 2 (x, y), 
continue avec ses dérivées partiel- 
les premières 2; (z,y)et z, (x, y) 
sur le domaine fermé G, projeté 
de S sur le plan Ozxy; L le con- 
tour limitant S : / le contour de Fig. 212 
G. Plaçons-nous sur le côté su- | 
périeur de la surface S (fig. 212). Sous ces conditions on a le 


Théorème 13.9. Si une fonction P (x, y, :) est continue avec ses 
dérivées partielles premières sur la surface S, on a la formule sui- 


» Stokes Georges Gabriel (1819-1903), mathématicien et physicien 
anglais. 
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vante : 


$ P(x, y, z)dr = j\ (SE cosB— cos») ds, (1) 


où cos B et cos y sont les cosinus directeurs de la normale à S, le 
contour L est parcouru dans le sens direct. 
Démonstration. Transformons l’intégrale curviligne 


& P(x, y, 2) dx 
J 


en intégrale étendue à la surface S. Cette transformation s’effec- 
tue d’après le schéma suivant: 


TENTE 


G S 


Le contour Z étant situé sur la surface S, ses points satisfont 
à l'équation z = z (x, y) et par suite la fonction P (x, y, =) prend 
aux points de Z des valeurs égales à celles de la fonction 
P [x, y, z (x, y)] aux points correspondants de /. Les projetées des 
subdivisions de L et de ! sur l’axe Ox sont confondues. Donc les 
sommes intégrales des intégrales curvilignes de seconde espèce 
de la fonction P le long des contours ZL et Z sont aussi confondues 
et par suite 


& P (x, y, 2) dr = À P{zx, y, z(zx, y)]dz. 
L 1 


En appliquant la formule de Green, on obtient 
: 9P OP , 
$ Pix, y, (x, pdr=— | (+ 5) de dy. 
I G 


L'’intégrant est ici la dérivée partielle par rapport à y de la fonc- 
tion composée P [x, y, z (x, y)|. 

Puisque l’on considère le côté supérieur de la surface S 
(cos y > 0), les composantes de la normale sont {—z2;, —:,, 1}. 
Les cosinus directeurs de la normale étant proportionnels à ces 
composantes, on a 


—-_ mm = qu 


Donc 


— FT (4 é) cave — [S (EH EE) ae a 
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Les formules (8) et (11) du $ 11 nous permettent maintenant de 
transformer cette intégrale double en intégrale de surface : 


= jj TR — T mes) dx dy = — J] (SE cos y— cos) dS. 


En définitive, 
Ÿ P(z, y, 2)dr = | | (S cos f—+ cosy) dS. EH 
L s 


On démontre de façon analogue mutatis mutandis les trois 
formules suivantes: 


ÿ ot, y, z) dy = [] (S cos y— cosa| dS. (2) 
ÊR( y, z)dz=— LE (ZE cova— 2€ c0$) ds. (3) 
L s 


En ajoutant membre à membre les “RALe (1), (2) et (3), on 
obtient la formule 
0 P 
& Pdaz+Qdy+Rdz — | r (2-2) 
L "s 


0R d 0P 0R 
+($-<) cosa+ (= —— +) cosf | dS, 
dite formule de Stokes. 

Grâce à la formule (14) du $ 11, la formule de Stokes peut 
encore s’écrire 


bPdr+Qdy+Rdz = {| (5-5) dx dy + 
L S 


0 
+ (55) av dz+ (5%) ds ar. (4) 
On peut facilement retenir la formule de Stokes en remarquant 
que le premier terme du second membre n'est autre que l’inté- 
grale double de la formule de Green et que le deuxième et le 
troisième s’en déduisent par une permutation circulaire des va- 
riables zx, y, : et des fonctions P, Q, À. 

En particulier, si la surface S est un domaine du plan Ozxy 
limité par un contour L, les intégrales par rapport à dz dx et 
dy dz sont nulles et la formule de Stokes se transforme en Ja 
formule de Green. 

La formule de Stokes permet de calculer des intégrales cur- 
vilignes le long de contours fermés au moyen d'intégrales de 
surface. 
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Exemple. Calculer à l’aide de la formule de Stokes l’inté- 

grale à z°yS dr + dy + z ds, où L est le cercle 2° +y° = 1,z = 0 
L 

et la surface S, l'hémisphère boréal 2° + y* + z° = 1, le con- 


tour L étant parcouru dans le sens direct. 
Solution. Puisque 


0Q_0P_ _gyge. 2R_ 20 _G. PR | 
"Tr y STY* ; 0y dz =0; 02 0z = 0, 
la formule de Stokes (4) nous donne 
À ay de + dy+ 245 — —3 | ztge dx dy = — +. 
L S" 
De la formule de Stokes il s'ensuit que si 
0Q _9P.  ÔôR  0Q. dP _0R 5 
Ge dt dd A 0? (o) 
alors 
 Pdr+Qdy-- Rdz=—0 (6) 
L 


quelle que soit la courbe fermée gauche L. Or, ceci exprime que 
dans ce cas l'intégrale curviligne ne dépend pas du chemin d’in- 
tégration. 

Comme dans le cas d’une courbe plane, les conditions (5) sont 
nécessaires et suffisantes pour que l'égalité (6) ait lieu. 

Si les conditions (5) ou (6) sont remplies, l'expression P dx + 
+ Q dy + R dz est la différentielle totale d’une fonction 
U (z, y; 2) : 

dU = Pdr +Qdy +R d:, 

et par suite 

CX1s Was 21) 

| Pdr+Qdy+Rdz=UC(x,; y; 2) —UC (oi Yos 20): 

(Xo: Vo: 20) 
Cette relation se prouve comme la formule correspondante (4) du 
$ 8 pour les fonctions de deux variables. 


$ 14. Champs scalaire et vectoriel 


La notion de champ est à la base de nombreux concepts de 
physique moderne. L'étude de la théorie du champ débordant le 
cadre de ce cours, on se bornera à de brèves généralités. 

D'une façon générale, on dit qu’un champ d’une grandeur u 
est défini sur un espace si cette grandeur est définie en chaque 
point de cet espace (ou d’une partie de cet espace). Ainsi, par 
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exemple, quand on étudie un écoulement de gaz, on doit envisa- 
ger plusieurs champs: le champ de température (la température 
prend une valeur définie en chaque point), le champ de pression, 
le champ de vitesse, etc. 

Le champ de u est dit stationnaire si u ne dépend pas du temps 
t, et non stationnaire dans le cas contraire. Ainsi la grandeur u 
est une fonction du point 7 et du temps t. 

Les problèmes de physique font souvent intervenir des gran- 
deurs scalaires et vectorielles. On envisagera donc des champs sca- 
laires et des champs vectoriels qui seront supposés stationnaires 
par souci de simplicité. 


1. Champ scalaire. Soit G un domaine du plan ou de l'espace. 
On dit qu’un champ scalaire est défini sur le domaine G si une 
grandeur scalaire u est définie en chaque point Àf de G. Les notions 
de champ scalaire et de fonction scalaire définie sur G sont 
confondues. On définit généralement un champ scalaire par une 
fonction u — F (M), appelée fonction scalaire. Si l’espace est 
rapporté à un système de coordonnées rectangulaires Oxyz, cha- 
que point Àf est défini par ses coordonnées x, y, = et la grandeur 
scalaire u sera fonction de ces coordonnées: u = F (M) — 
PT; ÿ: 7): 

Comme exemple de champ scalaire on pourrait citer le champ 
de la température de l'air dans un local si cette température est 
traitée comme une fonction de point. Au voisinage de la source 
de chaleur la température est plus élevée qu ailleurs. Si la tem- 
pérature est partout la même, le champ scalaire est constant. 


2. Champ vectoriel. La notion de champ vectoriel s'intro- 
duit comme celle d'un champ scalaire : on dit qu'un champ vecto- 


riel est défini sur un domaine G si un vecteur F (A1) est défini en 


chaque point 7 de G. La fonction F (A7) qui a servi à définir le 
champ vectoriel s'appelle fonction vectorielle. 

Un exemple de champ vectoriel nous est fourni par tout champ 
de force. À chaque point du domaine correspond un vecteur de 
même direction, de même sens et de même intensité que la force 
appliquée en ce point. 


Exemple 1. Trouver le champ de vitesse v (M) des points 
d'un corps tournant à une vitesse angulaire constante w autour 
d'un axe. 

Solu h ion. La vitesse v v d'un point AJ est égale au produit 


— — 


vectoriel Ù — = @fr, où w est le vecteur vitesse angulaire, r, le 
rayon vecteur de 7 par rapport à un point de l'axe de rotation. 
Prenons ce point pour origine des coordonnées et l'axe de rota- 
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tion pour axe Oz. Alors © = wk, F = zi + yi + k et par suite 
__ ik 
= Ar=]0 0 w|= 
ZT y 3 
0 wo. [0wl- |0 0|- _ ” 
_ AS J+|, ,|F= —opt+ er 


est le champ vectoriel cherché. 


3. Champ potentiel. Introduisons la notion de champ poten- 
tiel. Considérons un champ scalaire F (W). Si en chaque point M 


de G est défini le vecteur grad F', le champ de ce vecteur s'appelle 
champ potentiel. Le champ scalaire F (M) s'appelle alors poten- 
tiel du champ vectoriel et le vecteur définissant le champ poten- 


tiel, vecteur potentiel, autrement dit un vecteur a (A) est poten- 
tiel s’il existe une fonction scalaire F (A1) telle que 


+  —- 0F +, F7, F7 
a=gradF= is j+k. (1) 


Il se pose la question de savoir sous quelles conditions un 


champ vectoriel a (A/) est potentiel. Cette question a été en fait 
envisagée au $ 7. Soit 


a=a(M)=Pi+QjLRk. 
D'après la relation (1), le champ vectoriel a (M) est potentiel 
s’il existe une fonction F (A/) telle que 


9F 9F 0F 
Er Tu à (2) 


oy 


Dans le théorème 13.7 on a montré que l'expression P dx + 
+ © dy + R ds (où P, Q et R sont des fonctions pourvues de dé- 
rivées partielles premières continues) est la différentielle totale 
d’une fonction F (x, y, :) si et seulement si P, Q et R satisfont 
aux conditions 


OP _0Q. 00 OR, 59R OP 


AU 2 @  out 0 (o (3) 
Or si P dr + Q dy + R ds = dF, on a les relations (2), c’est-à- 
dire que la condition (3) exprime précisément que le champ vec- 
toriel envisagé est potentiel. La fonction F (x, y. z) s'appelle 
alors fonction potentielle du champ. 

Un exemple de champ potentiel nous est fourni par le champ 
de gravitation. Une masse m placée en l’origine des coordonnées 
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engendre un champ de gravitation; chaque point Af de l’espace 
affecté d’une masse unité est soumis d'après la loi de Newton à 


l'action d’une force F (M) d'intensité k _ dirigée vers l’origine 
des coordonnées. Ici r — |OM|—=Vz +y° +2, k est le 
coefficient de proportionnalité. 


Soit M = M (x; y; :). Les composantes de la force F (M) se 
définissent comme suit : 


cs km z kmzx 
P=|F|cosa= (+) < 
L1rÉ km fu kmy 
Q=1FIcosp=(—-£)=- TE, 
" km 2 kmz 
R=|F\cosy= #7 (—+) =, 


où cos &, cos B et cos y sont les cosinus directeurs du vecteur 
F (M). Donc 


r- kenz 7 kmy T7 km: 7 
F(M) = — 3 LR jee 


On vérifie que ce champ vectoriel est potentiel et sa fonction po- 
> ; n km 
tentielle est égale à u (r) — — 
Calculons en conclusion le travail fourni par la force F (M) 
pour déplacer une masse unité de B (x, ; y,; z) en C (xs; ÿ2: 22). 
On sait que le travail À s'exprime au moyen de l'intégrale 
curviligne 


A= À P dr+Qdy+R dz, 
BC 
où P,Q et R sont les composantes de la force F (). Ce champ de 
forces étant potentiel, l’intégrant est une différentielle totale, 


donc l'intégrale ne dépend pas du chemin d'’intégralion et peut 
être calculée à l'aide de la formule 


C 


A= | Pdz+Qdy+Rdz=u(C)—u(B), 
B 


c'est-à-dire que le travail de la force F (M) est égal à la diffé- 
rence des valeurs de la fonction potentielle aux points C et B. Ici 


Aœ ur) (r) = em (5), 
où r, = OB et r,; = OC. 
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Remarquons que le domaine dans lequel est défini le champ 
de gravitation est l'espace tout entier privé de l'origine des 
coordonnées. 


4. Flux d’un champ vectoriel. Soit donné dans l’espace un 


champ de vitesse v (1) d’un liquide, autrement dit, l’espace est 
rempli d'un liquide en mouvement dont la vitesse en chaque 
point M est définie par le vecteur 


v(M)= P(x, y, Di+Q(x y, Di+R(e, y, 2h. 


Supposons que les fonctions P, Q et R sont continues. Calculons 
la quantité IT de liquide traversant pendant l’unité de temps une 
surface orientée S limitée par une courbe gauche ZL, en admettant 
que la densité du liquide est 
p = f{. 

Soit 


n = cos ai + cos Bj + cos vk 


le vecteur normal unitaire à la 
surface $ et supposons que ses 
cosinus directeurs sont des fonc- 
tions continues des coordonnées 
z, y, 3 des points de S. 
Partageons la surface S arbi- 
trairement en nr parties d'’aires 
AS,, AS,, ..., AS, et choisissons un point VW; (x;; y;:; :;) dans 
chacune d'elles. Trouvons la quantité Il; de liquide traversant 
pendant l'unité de temps la surface partielle S; (fig. 213). Dé- 


Fig. 213 


signons par ® l'angle des vecteurs n; = n (M;) et v; = v (M). 
Si cet angle est aigu, c’est-à-dire si le liquide traverse la surface 


S; dans le sens de la normale »;, la quantité I]; sera supposée 
positive, si l’angle est obtus, c’est-à-dire si le liquide coule dans 
le sens opposé, IT; sera supposée négative. 
On peut considérer approximativement que pour une subdi- 
— 


vision assez fine de la surface S, la vitesse v est constante en tous 


les points de S; et est égale à v (M;), et que les surfaces partielles 
sont planes. La quantité Il; est alors approximativement égale 
au volume, convenablement signé, du cylindre de base AS; et 


de hauteur égale au module du projeté du vecteur v; sur la nor- 


male n;, c'est-à-dire que Il, = AS;h, où h est la hauteur indiquée. 
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Comme h = |v, |cos @ = |v; | | r; | cos @ = (vi-n;), il vient 
Il; & (v;-n;) AS:. 


En sommant sur à entre 1 et n, on trouve une valeur approchée de 
la quantité II de liquide traversant la surface orientée S pendant 
l'unité de temps: 


La somme de droite est la somme intégrale de la fonction (v-n). 
Les composantes P, Q et R du vecteur & et les cosinus directeurs 
du vecteur nr étant des fonctions continues de zx, y, :, il en est 


de même du produit scalaire v-n = P cos a + Q cos B + 

+ R cos y. Donc lorsque le plus grand des diamètres des surfa- 
ces partielles S; tend vers 0, cette somme admet une limite qui 
est égale à l'intégrale de surface de première espèce de la fonction 


(C-n) étendue à S. Un passage à la limite nous donne la valeur 
exacte de IT: 


I= lin 2 (v;-n;) AS; — |\ (u-n) dS, 


ou, si l’on exprime le produit scalaire en fonction des composantes 
des vecteurs, 


Il = | | (P cos a+ Q cos B + R cos y) dS. 


S 


En se servant de la formule (14) du $ 11 qui lie les intégrales de 
surface de première et de seconde espèce, on obtient finalement 


= || Pdyd:+Qdzdz+R ds dy. (4) 
S 


Donc la quantité II de liquide traversant pendant l'unité de 
temps une surface orientée $S est une intégrale de surface de se- 
conde espèce étendue au côté correspondant de S. 


Pour un champ vectoriel arbitraire v (M), l'intégrale de sur- 


face de seconde espèce (4) s'appelle flux du vecteur v (M) à tra- 
vers la surface S. Il est entendu que si le champ vectoriel est 
d'une nature autre que dans l’exemple considéré, le flux admet 
une autre signification physique. 


9. Divergence. Soit donné sur un domaine V limité par une 


surface bornée S un champ vectoriel a (M) = {P; Q; R} tel que 
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les fonctions P (M), Q (M) et R (M) sont continues avec leurs 
dérivées partielles sur 


Définition 1. On appelle divergence du champ vectoriel a (M) 
la fonction scalaire div a (Mf) définie par l'égalité 


RUE . 5 P Ô o0R 
diva (4 = + + SE. (5) 


En se servant de l’expression de la divergence et de la notion de 
flux d'un vecteur à travers une surface. on peut écrire la formule 
d'Ostrogradski (formule (1), $ 12) sous une forme vectorielle 
plus condensée. L'intégrale de surface de la formule d’Ostrograd- 


ski est le flux du vecteur a = {P; Q; R} à travers la surface S: 


[ ÜPdyaz+Qd:dr+ R dr dy= j Tan ds. 
"ss s 


En se servant de cette expression et de la formule (5), on peut 
mettre la formule d'Ostrogradski sous la forme 


Ï (a-n) dS = | | | div a (AJ) de. (6) 
S Ÿ- 


Donc le flux du vecteur a (7) à travers la surface fermée S est 


égal à l'intégrale triple de la divergence du champ a (M) étendue 
au domaine limité par S. 

Montrons que la divergence est indépendante du choix du sys- 
tème de coordonnées, bien que sa définition fasse intervenir 
ce système. À cet effet, considérons un point arbitraire M, com- 
prenons-le dans un volume Ÿ limité par une surface S et appliquons 
la formule d’Ostrogradski à V. En utilisant ensuite le théorème 
de la moyenne pour une intégrale triple, on trouve 


| | (an) dS = div a (Ar) v, 
, 


où A7, est un point quelconque de V ; v, le volume de V. D'où 
f{(G@-n)das 
div a (Mo) = ——— 
Si maintenant on fait dégenérer V en M, alors v 0, M, — M et 
l’on obtient 
_ FF tan) ds 
diva(MWf)=lim Ss __. (7) 


T0 V 
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autrement dit la divergence du champ vectoriel a (M) en M est 


égale à la limite du rapport du flux du vecteur a (M) à travers la 
surface S limitant le point M, au volume limité par S. Comme le 
flux et le volume ne dépendent pas du choix du système de coor- 
données, il en est de même de la divergence. C.Q.F.D. 
Déterminons maintenant la signification physique de la di- 
vergence à l’aide de la formule (7). Traitons à cet effet le champ 


vectoriel a (M) comme le champ de vitesse d’un liquide de densité 
p = 1. Comme établi au n° 4, le flux 


IT — [] (a. n) dS 


du vecteur a (M) est égal à la quantité de liquide traversant pen- 


dant l'unité de temps la surface S dans le sens de la normale n. 
Supposons que nr est la normale extérieure. La surface S étant 


fermée, il est évident que le flux du vecteur a (M) est égal à la 
quantité de liquide qui entre ou sort pendant l'unité de temps du 
volume Ÿ limité par S. Appelons cette quantité débit total des 
sources (si II => 0) ou des puits (si II < 0) situés dans V. Considé- 
rons le rapport 


{ { @-r) ds 
LE 
LU 
Il représente la densité moyenne des sources (ou des puits), c'est- 
à-dire la quantité de liquide qui apparaît (ou disparaît) pendant 
l'unité de temps dans une unité de volume Ÿ, et la limite 
[ [ (a-») ds 


lim _S 


T—{( U L 


à condition que V dégénère en M, peut être appelée densité des 


sources (ou des puits) en M. Or, cette limite est égale à div a (M). 
Donc la divergence d’un champ de vitesses caractérise la densité 
des sources de liquide. 


Si diva (M) 0, il résulte de la formule (6) que II > 0, 
c'est-à-dire que le volume V contient des sources et il en sort. 


plus de liquide qu'il n’y entre; si div a (M) << 0, alors II < 0, 
c'est-à-dire que le volume V contient des puits et il entre plus de 


liquide qu'il n’en sort. Si div a (M) = 0, alors IT — 0, c'’est-à- 
dire que le volume V ne contient ni sources ni puits, et il sort de 


27—01561 
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V autant de liquide qu'il n’y entre. C'est le cas, par exemple, de 
tout volume V situé dans un courant d’eau. 

La divergence d’un champ vectoriel arbitraire admet la même 
interprétation physique : elle caractérise la densité des sourtes de 
ce champ. 


On dit qu'un champ vectoriel a (M) est solénoidal si 


div a (M) = 0. Comme exemple de champ solénoïdal citons le 
champ de vitesse d’un liquide privé de sources et de puits envisa- 
gé ci-dessus. 

Exemple 2. Calculer la divergence du champ de vitesse v (M) = 


= —oyi + wtj j d'un solide tournant à une vitesse angulaire cons- 


tante «© autour de l’axe Où. 
Solution. On a ici L = —@y, Q = wx, R = 0. Donc 


div (M)=#$ +58 + ÊE = CON | OR 


L 


c'est-à-dire que ce champ est solénoïdal. 


6. Circulation. Rotationnel. Soit défini sur un domaine un 
champ vectoriel 


a(M)=P(M)i+Q(M)j+R(M)* 


et soit L une courbe différentiable ou différentiable par morceaux 
située dans ce domaine. Choisissons une orientation sur ZL et 


désignons par di le vecteur 
di — d£ + dyj + dk. 
Alors l'intégrale curviligne du produit scalaire des vecteurs 
a(M)etd 
| a (n-ai= Î P dx+Qdy+R dz 
L 


s'appelle circulation du champ vectoriet a (M) le long de la courbe L. 
Dans un champ de force la circulation exprime le travail de ce 
champ pour déplacer un point matériel le long du chemin ZL. La 
circulation admet une autre interprétation physique pour les 
champs d'une autre nature. 


Définition 2. On appelle rotationnel d'un champ vectoriel a (M ) 
le vecteur rot a (M) défini par l'égalité 


cote (M) (DE) + (EE) (SES) 
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Les notions de rotationnel et de circulation nous permettent 
d’écrire la formule de Stokes 


il à se = \S [ (SEE) cosa+ 


HE 
dz ox 


0 9P 7 
cos B + (SE -S) cos Y] dS 
sous la forme vectorielle condensée: 


ÿ 
L 


a (M)-di— | | (rot a (M)-n) dS. 
S 
Donc la circulation d'un champ vectoriel a (M) le long d'un con- 


tour fermé L est égale au flux du rotationnel de ce champ à tra- 
vers la surface S limitée par le contour L. 


De même que pour la divergence, on démontre que rot a (A7) 
dépend du seul champ a (M) et pas du système de coordonnées. 
Exemple 3. Calculer le rotationnel du champ de vitesse 


v D (M) —= — wyi + tj d'un solide tournant à une vitesse angu- 
laire constante w autour de l’axe Oz. 
Solution. La définition du rotationnel nous donne 


rot a (M)— D 22) it | D =) j+ 


O(ax)  d(—@y)\ À _9, 
+ (SES) = 20r 


autrement dit, le rotationnel de ce champ est de même direction 
et de même sens que l’axe Oz et son module est égal au double 
de la vitesse angulaire. 

La notion de rotationnel est divectemnent attachée à la notion 
de champ potentiel. On a déjà montré qu’un champ vectoriel 


a (M) — {P; Q; R} est potentiel si et seulement si 
0Q .  0Q  8R. OR 4P 


ôy 0x *  ôz y * dr dz° 
Or, ceci exprime que les composantes du rotationnel du champ 
a (M) sont nulles. Donc une condition nécessaire et suffisante 
pour qu'un champ a (M) soit potentiel est que 


—}> — 
rot a (M) = 0. 
27% 
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7. Opérateur de Hamilton. L'opérateur de Hamilton *) ou 
opérateur nabla 


de, De: 4 
Viral" 


se prête bien à l'étude des notions fondamentales de la théorie du 
champ: gradient, divergence, rotationnel, et aux opérations sur 
eux. On traitera l'opérateur V comme un vecteur symbolique de 


6] e ®% # e « 
composantes -—,= et _ soumis aux . opératoires de l'algèbre 


vectorielle. É plus, par produit de = ? ms gret 


scalaire, on comprendra la dérivée” paétielle de cette fonction 
respectivement par rapport à x, y et z. 


Exemples. 

1. Soit u (x, y, z) une fonction scalaire. Le produit de l’opé- 
rateur V par la fonction u nous donne le gradient de cette fonc- 
tion : 


d'Ts dE: 0. 7 _ dur, dur, dr 
vu (it it jus it SE j+ SE k= gradu. 


(4 : 
7 Par une fonction 


2. Soit a (M) = Pi + Qj + Rz une fonction vectorielle. Le 
produit scalaire de l'opérateur V par la fonction vectorielle 


a (M) est la divergence de cette fonction: 
. di 0.2.0 a 
RTE NT 
0Q ti 
+ dy Fe = div a (M). 
3. Le produit vectoriel de l'opérateur V et de la fonction vec- 


torielle a (M) est égal au rotationnel de cette fonction : 
V A a(M)= 


= (HE40) ce (ES) (LE) Fan, 


Dans les applications on rencontre souvent les combinaisons 


—+ —+ 
deux à deux de div, rot et grad. Voyons les plus importantes d'’en- 
tre elles. 


*) Hamilton William Rowan (1805-1865), mathématicien et astronome 
irlandais. 
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1° div rota(M)=—0. En effet, 


aan (4548) à 3 (4 () 


9? 2°Q 02R 92Q  d?P 


— Ôxôy  drüz Fo Z dy 0x a 0z 0x 0z dy 


puisque les dérivées mixtes secondes sont égales. On retrouve fa- 
cilement ce résultat avec l’opérateur V: 


—+ — Le. 
div rot a (M) = V:(V À\ a) = 0, 
puisque nous avons affaire au produit mixte de trois « vecteurs »: 
ES 


V, V et a, dont deux sont identiques. Or, un tel produit est vi- 
siblement nul. 


20 rot grad u — 0. En effet, 
enu(à (4) (4) 1e (2 (2) 2 (ET 
CROIS LS 


+ (E ôy — 2) k=—0, 


puisque les dérivées mixtes secondes sont égales. On retrouve fa- 
cilement ce résultat à l’aide de l’opérateur V: 


— — 
rot grad u = Y À\ (Vu) = (V À Vj)u = 0, 
puisque le produit vectoriel d'un vecteur par lui-même est nul. 


o?u o?u 


Ou —> 
3° div grad u — + +7. En effet, 


nS Ar ou 
gradu = i+ vor j+k, 


div grad u = À (SE + (se )+ 


d du o?u o?u d?u 
+R) tit. (6) 
Le second membre de . se désigne symboliquement par 
__ ôu , du 9? , a? 4 
Au = ES + — dy? LE LE ou Au— (ar +57 +57) 
Le symbole 


0® 92 
der t os ton 
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s'appelle opérateur de Laplace *). Il est naturel de traiter l'opé- 
rateur de Laplace À comme le carré scalaire de Y. En effet, 


ô \2 ô \2 ô \2 
ve (se) +) +) 4 
Donc l'opérateur V permet d'écrire l'égalité (8) sous la forme 


div grad u = V-(Vu) = (V-V)u = V'u. 
L'équation 
Au = 0 


s'appelle équation de Laplace. On l'utilise pour décrire divers 
processus stationnaires tels la distribution stationnaire de la cha- 
leur, le champ électrostatique des charges ponctuelles, le mouve- 
ment permanent de fluide incompressible à l’intérieur d’un do- 
maine, etc. Un champ scalaire uw (x, y, z) vérifiant la condition 
Au = 0 s'appelle laplacien ou harmonique. 


*) Laplace Pierre Simon (1749-1827), mathématicien et physicien 
français. 


TROISIÈME PARTIE 


SERIES, ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 


CHAPITRE XIV 


SÉRIES 


Dans ce chapitre nous étudions les séries qui constituent un 
important outil de calcul et de recherche aussi bien en mathé- 
matiques que dans nombre de ses applications. 


$ 1. Notion de série numérique 


1. Définitions fondamentales. Soit donnée une suite numéri- 
QUE Ay, do, + - +, An, - - - L'expression 


+++... +ant...= 2 a (1) 


s'appelle série numérique ou simplement série. 

Les nombres 4a;, as, ..., an, ... sont les termes ou les élé- 
ments de la série, a, est le terme général de la série. 

Les sommes d'un nombre fini de termes de la série: 


Sy = So = +de, S3 = 4 Fa + az ..., 
Sn =4+ate+as+... +an, ... 


s'appellent sommes partielles de la série (1). Les sommes partielles 
forment une suite infinie 


Se LS (2) 


On dit que la série (1) converge si la suite de ses sommes par- 
tielles (2) converge vers un nombre S qui s’appelle alors somme 
de la série (1). Ce qu’on note symboliquement 


S=at+a+...+a,+... ou S—= >a,. 
n=1 


Si la suite des sommes partielles (2) diverge, on dit que la 
série (1) diverge. 


Exemple 1. Montrons que la série 


taste at: REED rt à TT 
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converge. Considérons la somme partielle S, 


| 1 | 


Les termes de cette somme peuvent être mis sous la forme 


Rp 
12 2° 23 2 3 
: ee 
3.4 3 FL 7  n{n—+1) n n +1 
Donc 
1 1 
S,=(1-7)+(5-5)+ 


1 1 1 
+5 -+)+ 46e 
D'où il s'ensuit que la limite de la suite des sommes partielles est 
égale à 1: 
lim S,—lim (1— 


7\—+>00 nt — C0 


; { 
) = im et. 


Donc la série converge et sa somme S est égale à 1. 


Exemple 2. Etudions la série 


1—1+1—14...+(—1m EL ... — => (—1)"-1. 


La suite de ses sommes partielles est S, — 1, $, = — 0,5, 1 
S, = 0, ... Cette suite ne tend vers aucune limite, donc la série 
envisagée diverge. 


Exemple 3. Etudions la série 


a+ag+ag+...+ag-t+...= D ag-1l,a 0. (3) 


n=1! 


On reconnaît une progression géométrique de raison q dont la 
n-ième somme partielle S, est 


_ n=4 _ a— aq" a ag 
Sn a+ag+aÿ+...+ag"1— 1—9  1—39 1—q° 
Donc 
| . 146 CRT ag _ a: 
1) si [g| <1, alors lim Sn nn 1—q re 1—q9  1—9 


c'est-à-dire que la série converge et sa somme S — 


a—=1 et g—1/2 par exemple, on a 


1 1 
S=1+ ++. ++... = 
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2) si [g[>1, alors lim S,—lim TE = oo, et la série 


n — 00 n—00 1— 
diverge ; 
3) si g—1, la série (3) devient a+a+...+a+... Dans 
ce cas lim $, — lim n7-a-- et la série diverge : 
4) si g——1, la série (3) devient a—a+a—a+... 
On a alors Sn=+— CT, c'est-à-dire que S$,—0 pour # 
pair et $,—a pour n impair. Donc lim S, n’existe pas et la 


n +00 


série diverge. 
En résumé, la série (3) converge pour [g| <1 et diverge 
pour |g|>1. 


2. Propriétés des séries convergentes. 
Théorème 14.1. Si la série 


GT +as+... Hana + On + nt + 
+ ann tant... À Ans (4) 
n=1 


converge, il en est de même de la série 


ph Te. Fan Tant... = > An; (o} 


et réciproquement. 
En d'autres termes, la convergence d’une série n’est pas affec- 
tée par l’élimination d’un nombre fini de premiers termes. 
Démonstration. Supposons que la série (4) converge 
et soit S$ sa somme: lim S, = S. Désignons par S, la somme 


n—+00 
des termes éliminés dans (4) et par 0, la somme des r — k 
premiers termes de la série (5). Alors 


Sh — S x + On-hs (6) 
où S, est un nombre indépendant de nr. L'égalité (6) entraîne 
lim 0,-, — Jim (SA Sn S,—lim S,—=S—S,, 


ni — C0 n—+œ0 


ce qui exprime que la suite des sommes partielles {0,4} de la sé- 

rie (5) admet une limite, donc que cette série converge. 
Supposons maintenant que la série (5) converge et soit © sa 

somme: lim o©o,-x — 6. De (6) il s'ensuit alors que 


1 — 00 


lim S,—=lim ($S,+0,_,)=lim S,+ lim nn = 9x +0, 


n —+ CO n— 00 fn — 00 


ce qui exprime la convergence de la série (4). 
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Les séries convergentes sont justiciables des opérations arithmé- 
tiques usuelles. 


O0 
Théorème 14.2. Si la série D a, converge et sa somme est 
n=Î 


O0 
égale à S, la série ÿ Ca, où c est une constante, converge 


n=1i 
aussi et sa somme est égale à cS. 
Démonstretion. Soient S, la n-ième somme partielle 


de la série Y a, et ©, celle de la série Ÿ ca,. Alors 


n=1{ n=1{ 
On —Ca+ca +cas+...+eca =c(atata;s+...+an)= CS. 
En faisant tendre 7 vers œ, on obtient 


lim o,=lim cS,—c lim S,=—csS, 


n #00 n +00 n-0 
c'est-à-dire que la suite des sommes partielles o, de la série 
oc œ 


2 ca, converge vers CS. Donc 2 ca, =CcS. M 


n—=!| 


Théorème 14.3. Si les séries È a, el D b, convergent et 
=1 


leurs sommes sont a cale à S et o, la série 


© 
2 (a, + b,) converge aussi et sa somme est égale à S+o. 
n—= 

Démonstration. Soient S, et ©, les n-ièmes sommes 


partielles des séries D a, et Ÿ b,, et Tt, celle de la série 


n=1 Hi 
D. (a, +b,). Alors 
n=i 


4, = (a + b;)+(a + b,) + ...+(a, + b,) — | 
= (a, + a + ... + an) + (6, + 0, + …. +bn) = Sn E On. 


En faisant tendre z vers æ, on trouve 


lim +, =lim(S, + 06,) = lim S,h+tlimo,=S+o, 


n—+00 ñn 00 n—-0 


c'est-à-dire que la suite des sommes partielles {t,} de la série 


D (an bn) tend vers S+0o. Donc S (G+br)=S+0. EE 
n=1 n=! 
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On a ainsi montré que les séries convergentes peuvent être 
multipliées par un nombre, additionnées et soustraites terme à 
terme comme les sommes finies. 


3. Condition nécessaire de convergence d’une série. Etudier 
une série, c'est : 1) dire si elle converge; 2) sachant qu'elle con- 
verge, trouver sa somme. On se penchera essentiellement sur le 
premier problème qui est de nature théorique. Exhibons une 
condition nécessaire de convergence d'une série. 

O0 


Théorème 14.4. Si la série >) a, converge, son terme général 


n=1Î 
tend vers O0, c'est-à-dire que lim a, — 0. 
71 — 00 


O0 
Démonstration. La série >) a, converge par hypo- 
=1 


thèse. Désignons sa somme par S. Considérons les sommes 
partielles S,=a+a+...+a; ta et S,;—=a,+a,+ 
+...+a,_. D'où a, =S,—S,.. Puisque S,—S et S,., —sS 
lorsque 7 —> , on a 

lim a,—=lim(S,—S,_,)=—limS,—lim S$,_,—S—S—0. 5 


71-00 71-#0 +00 n—00 


La condition lim a, —0 est une condition nécessaire mais 


11 —>00 


pas suffisante de convergence de la série. 


Exemple. Considérons la série dite harmonique 
1 1 1 . 1 


Il est évident que la série harmonique est justiciable de la 
condition nécessaire de convergence, puisque lim a, — lim — — 0. 

n—+00 n+00 
Montrons que cette série diverge. En effet, si elle convergeait, 
en désignant par $ sa somme, on aurait 


lim (Son—S,)=lim Son—lim $,—S—S—0. 


Or, 
1 1 1 1, 1 1 
Dan bn an Dao été ion ge dan Co, 
VAPEUR 
2n 2 ” 
donc Syn—Sn>>1/2. D'où il suit que lim (Sen — Sn) = 0, 


n—+0 
ce qui est impossible. Cette contradiction prouve que la série 
diverge. 
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Donc si le terme général d'une série tend vers 0, on ne peut se 
prononcer sur la convergence de cette série. Une étude complé- 
mentaire s'impose, étude qui peut être effectuée à l’aide des con- 
ditions suffisantes de convergence. 

Si le terme général d’une série ne tend pas vers 0, le théorè- 
me 14.4 nous permet d'affirmer immédiatement que cette série 
diverge. 


$ 2. Séries à termes positifs 


Passons maintenant à l’étude de quelques conditions suffisan- 
tes de convergence des séries à termes positifs. Prouvons préalable- 
ment un théorème qui nous sera utile dans la suite. 


Co 


Théorème 14.5. Pour qu'une série à termes positifs D n COn- 
n=| 

verge, il est nécessaire et suffisant que la suite de ses sommes partielles 
soit bornée. 

Démonstration. ÂWVécessité Supposons que la serie 
O0 
ÿ a, converge. Ceci exprime que la suite de ses sommes par- 
n=i « e e * Ld *« LI 
tielles possède une limite. Or, d’après le théorème 2.6, toute suite 
convergente est bornée. 

Suffisance. Supposons que la suite des sommes partielles de la 

© 


série >) a, est bornée. Cette série étant à termes positifs, ses 
n=1{ 

sommes partielles forment une suite croissante : 0 S, << S, < 

Sn LS n+1 L - - . Cette suite converge d’après le theéo- 


rème 2.12 des suites monotones bornées. Donc la série » Zn 
n=i 
converge. 
Conditions suffisantes de convergence d’une série. Etablissons 
maintenant quelques critères de convergence des séries. 
Critère de comparaison. 
Théorème 14.6. Soient données deux séries à termes positifs 


© co 


> an et >, b, telles que a, <b, pour tout n. Alors la conver- 
n== {| n=1i 


© œ 
gence de la série ÿ b, entraine celle de la série Di a, et’ la 
n=Î n=Î 
© © 


divergence de la série >, ah, celle de la série > b,. 


n= 


ne! 
Démonstration. Soient S, et ©, les n-ièmes sommes 


se] © 
partielles respectives des séries >} a, et >, b,. Les inégalités 
n=Î n=1{ 
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&n <b, entraînent 
Sr <On- (7) 


O0 
Si la série >) b, converge, la suite de ses sommes partielles est 
i 


= 
bornée en vertu de la condition nécessaire du théorème 14.5. 
c'est-à-dire que pour tout x on a 6, M, où M est un nombre. 
D'après la formule (7) on a alors $,<M, ce qui exprime, en 
vertu de la condition suffisante du théorème 14.5, que la série 


O0 
>, a, converge. 
n=î! 
[ss] 


Si la série à a, diverge, il en est de mème de la série 
n=!Î 
œ 


O0 
D b,. En effet, si l’on admet que la série db, converge, 
n=i fæ=i 


co 
il en sera de même de la série > a, d’après ce qui vient d'être 


n=! 
démontré. Ce qui est contraire à l’hypothèse du théorème. 


Exemple 1. La série > Es converge puisque ses ter- 


n=1 
mes sont majorés par les termes de la progression géométrique 
© 


1 1 1 1 
convergente > SAIT (a=— <1)} RE D STAR - 


n =! 


Exemple 2. La série > TL (s<1) diverge, puisque ses termes 


n=!{ 
00 


: | sie : | à 
majorent les termes de la série harmonique > — qui, on le 
n=i 
; : 1 1 
sait, diverge: es 
Il existe des critères de convergence qui permettent de dire 
directement si une série converge ou non sans la comparer à une 
autre. Etudions deux d’entre eux. 


Critère de d’Alembert *). 


œ 
Théorème 14.7. Soit donnée une série > an à termes positifs 
n=i 
et supposons que lim <#!—p. Alors 
no On 


*) D'Alembert Jean Le Rond (1717-1783), mathématicien et philo- 
sophe français. 
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a) si p<1, cette série converge; 
b) si p> 1, cette série diverge. 


Démonstration. a) Soit lim et =p<i. Montrons 
n—+ 00 n 


où 


que la série >, a, converge. Par définition de la limite d'une 


n=1l 


suite numérique, pour tout e > 0 il existe un rang N à partir 
duquel (2>N) hp |<e. D'où 
n 


D—E< << p+e. (8) 


Puisque p << 1, on peut prendre & assez petit pour que p + e < 1. 
En posant p + e — q, on obtient en vertu de l'inégalité (8) de 
droite 


_— 


FL CG OU Ant Ang 
pour nr =N, N + 2. N +2,... En attribuant ces valeurs à 
n, on déduit de la dernière inégalité que 

Ant < AN: 

Ant En +19 € ANG, 

An+s Lan+o9 LAN", 


c'est-à-dire que les termes de la série 


Ant Ÿ Anvta + Anv+s + - .. (9) 
sont majorés par les termes correspondants de la progression géo- 
métrique 

ang + axg* + ax + ... (10) 


Cette série (10) converge, puisque qg << 1 (cf. exemple 3, $ 1). 
La série (9) converge aussi d’après le critère de comparaison. Or, 


la série (9) a été obtenue à partir de la série Ÿ, a, parélimination 


n=]| 
00 


d’un nombre fini de premiers termes, donc la série > Zn Converse 
n=! 
d’après le théorème 14.1. 
b) Supposons maintenant que p > 1. Montrons que la série 
Ÿ, an diverge. Prenons € assez petit pour que p — e > 1. Alors à 


n=!| 


partir d’un certain rang N (n > N), en vertu de l'inégalité (8) 
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de gauche, on aura +1 = 4 ou Œn+1 > An- Donc les termes de: 
an 


la série croissent avec leur rang à partir d’un certain W, c'est-à- 
dire que le terme général a, ne tend pas vers 0 lorsque nr —> co. 
œ 


Donc la série 5, a, diverge d’après le théorème 14.4. 
n=1 
Remarque. Pour p = 1, la série peut converger ou diverger. 
Dans ce cas il faut se tourner vers le critère de comparaison ou. 
vers d’autres critères. 


Exemple 3. La série > + converge, puisque 
n=1 
1 
La 5 à 7 Ms 


2 nn”... ; 
Exemple 4. La série S —r diverge, puisque 


nf 


(a+ italie ( n+1 )” 
n 


lim 2 jim Ï 
no Un 1 — 00 (n +1) In? n—0œ0 


= lim (1+2) —=e> 1. 


no * 


An+1 


N—+ 00 an 


Exemple 5. Considérons la série Y Te. On a lim 
n 
=! 


— lim —— Vn =: Le critère de d’Alembert ne dit pas si cette. 


N + 00 Vrri 


série ou non. Mais on a établi précédemment (cf. 
exemple 2) que cette série diverge. 


Critère intégral. 
Théorème 14.8. Soit donnée la série 


(+ @)+1(@8)+...+f0)+...= 2 f(n) 


dont les termes sont les valeurs d'une fonction f (x) continue stricte- 
ment positive et strictement décroissante sur l'intervalle (1, +ool. 


Alors la série >. Î (n) est convergente ou divergente en même temps 


n=1 
+oo 


que l'intégrale | Î (x) dx. 
1 
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Démonstration. Considérons le trapèze curviligne li- 
mité par la courbe représentative de la fonction y = f (x), les droi- 
tes x — 1, x — net l’axe Or. Construisons les rectangles de ba- 
ses [1, 2], (2, 3], ...,[n — 1Â,n] 
et de hauteurs f(1), f (2), 
f (3), .-.., f(n —1), f (n) (fig. 
214). D'après la signification géo- 
métrique de l'intégrale, on a 


1C)+F60)+...+ f(n) < 


71 


< | dr<f(1+1(2+ 


i 
Fig. 214 +... +f(n—1), 
ou, de façon plus condensée, 


nt 


S—f(1< | fa dr< 8, j(n) 


D'où 
Sn <f(1)+ | F(@ dz, (11) 
1 
S, >f(r)+ | f(x) dx, (12) 
Î 


où S, sont les sommes partielles de la série envisagée. 
+oo 
Supposons que l'intégrale | f(x) dz converge. Ceci exprime 


1 
n Li 


que lim | f(x) dr —1. Puisque f(x) > 0, la suite | f (x) dz croît 
TA 1 


avec nr et est majorée par sa limite: | f(x)dz<1.  L'’inéga- 


nt | 


lité (11) entraîne S,<f(1)+71, c’est-à-dire que la suite des 


sommes partielles {S,} de la série S, f(n) est bornée supérieu- 
n—=1 


rement. Donc la série >, f(n) converge. 
n=] 
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+00 
Supposons maintenant que l'intégrale | f() dz diverge. 


1 
n 


Dans ce cas | f (a) dz ++ 00 lorsque 72—>o (en tant que suite 
non bornée strictement croissante). De l'inégalité (12) il s'ensuit 
que S$,—>—+o lorsque ñn—>0œ0, c'est-à-dire que la suite des 


sommes partielles {$,} de la série ÿ f(n) diverge, donc cette 
n=1i 


série aussi. DB 


Exemple 6. Considérons la série > es (& >> 0). Etudions sa 
n 
n = 


convergence à l’aide du critère intégral pour &« >0. Prenons 
pour fonction f(x) la fonction L(:>1) qui satisfait aux con- 
2 


ditions du théorème 14.8. Les termes de cette série sont égaux. 
aux valeurs de cette fonction pour z—1, 2, 3,...,n,... On 


sait (cf. chap. VIII, $ 11, n°1, exemple 4) que l'intégrale impropre 
+00 


À _ converge pour &œ>>1 et diverge pour æ<1. Doncil en 
1 


est de même de la série envisagée. 
Remarquons que les séries de cette nature divergent aussi 
pour &« < 0, puisque le terme général ne tend pas vers 0 lorsque 


n — oo, c’est-à-dire que la condition nécessaire de convergence 
est violée (cf. théorème 14.4). 


O0 


En particulier, la série > —_ converge pour &« — 2et diverge 
n 


n--{ 


à 


pour a=1, a—--, etc. 


$ 3. Séries alternées 


Nous avons étudié les séries à termes positifs. Les séries à 
termes négatifs se distinguent des précédentes par leur signe seu- 
lement, donc elles sont justiciables des mêmes critères de conver- 
gence. 

Penchons-nous maintenant sur les séries alternées., c’est-à-dire 
les séries dont les termes sont alternativement positifs ou néga- 
tifs. Pour la commodité on admettra que le premier terme est posi- 
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tif. Une série alternée est de la forme 
Gj—d+as—a+...+(—1) as + ..., (1) 
où a, > 0. 
Pour les séries alternées on a une condition suffisante de con- 
vergence très simple. 


Critère de Leibniz. 
Théorème 14.9. Si les modules des termes d'une série alternée (1) 


forment une suite strictement décroissante et le terme général de la 


série (1) tend vers À, alors celte série converge. 
Démonstration. Soit donnée une série (1) et suppo- 


sons que ay >> An+1; An —> O lorsque n —+ co. 
Considérons la somme partielle d’un nombre pair de termes 


Son = A — Ge F3 — a +... À on] — Con — 
(a —@e) + (43 — a) +... + (Gen — Gen). 
Toutes les parenthèses sont strictement positives en vertu de la 


première condition, donc la suite des sommes partielles {S,, } est 
strictement croissante. Montrons qu'elle est majorée. A cet effet, 


mettons-la sous la forme 
Sen — & — (as — as) + (a — as) + ... + 
. + (Gon-0e — on) + Gon]. 


D'où il résulte que S., << a, pour tout », c'est-à-dire que {S,,} 


est majorée. 
La suite {S,,} étant strictement croissante et majorée, elle 


admet une limite S lorsque nr — oo. 
Montrons maintenant que la suite des sommes partielles d’un 


nombre impair de termes tend vers la même limite S. En effet, 
Sont = Son + don+1. En faisant tendre n vers œ et utilisant 
la deuxième condition (a, —+ O0 lorsque nr —- c), on obtient 


lim Son+ = Lim (Son + dont) = lim Son + limayn =S+0=S. 


n — 00 
Donc la suite des sommes partielles {S,} de la série (1) tend 
vers S. Ce qui exprime que la série (1) converge. 


Exemple. La série 1 ++ ..+(—1)"*1 _ + ... con- 
verge, puisqu'elle satisfait aux conditions du critère de Leib- 
niz : {) 1>5+>+> “He 2) lim + 0 lorsque 7 — co. Cette 


série s'appelle série harmonique alternée. 
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$ 4. Convergence absolue 
et semi-convergence des séries 


+ 


Considérons maintenant les séries à termes réels. On appelle 
ainsi les séries composées de termes positifs et négatifs se suivant 
dans un ordre quelconque. 

Soit une série à termes réels 


oO 


+ +ast... +an +... =ÙUa (1) 


n=1{ 


et soit la série des modules des termes de (1) 


lal + la] + las +... + al +... = > CAE (2) 


7 — 


On a le critère de convergence suivant pour les séries à termes 
réels. 


Théorème 14.10. Si la série (2) est convergente, la série (1) est 
convergente aussi et elle est dite absolument convergente. 

Démonstration. Supposons que la série (2) converge. 
Désignons par $S, la n-ième somme partielle de la série (1) et par 
0, celle de la série (2). La série (2) étant convergente, la suite de 
ses sommes partielles {o,} converge vers © et pour tout nr on a 


On L 0, (3) 
puisque les termes de la série (2) sont strictement positifs. 


Désignons par S;, la somme des termes positifs et par S7 
celle des modules des termes négatifs de S,. Alors 


Sn =Sn—Sn; (4) 
= 55 + 8%. (5) 
I1 est évident que les suites {S,} et {S,} sont croissantes et 
de l'égalité (5) et l’inégalité (3) il s'ensuit qu’elles sont majo- 
rées : Sn <0, Lo et ShLO, LEO. Donc lim S;, — S’ et lim S; — S”. 


n +00 n—00 


Mais alors en vertu de (4) 
lim S, = lim(S,—57,)=— lim S;, — lim S —S"—S"7. 


n +00 fn ñn — 00 ñn +00 

Ce qui exprime que la série (1) converge. 
1 1 
mm mr 
converge en vertu du critère précédent, puisque la série des modu- 
les correspondante converge (cf. exemple 6, $ 2). 

Le critère de convergence des séries à termes réels est suffisant 
mais pas nécessaire, puisqu'il existe des séries à termes réels qui 
convergent tandis que les séries de modules correspondantes di- 
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Exemple 1. La série lettres 
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vergent. Ces séries sont dites semi-convergentes. Exemple: la sé- 
(se, 

- | æ e « e « 

rie >} (—1)"#1 =. En effet, cette série converge d'après le critère 


n=1 
de Leibniz (cf. exemple du $ 3), alors que la série des modules 
correspondante, qui n’est autre que la série harmonique, diverge. 


à & 1 1 1 1 1 
Exemple 2. La série RE D SENTE A 2 3 +... est 
absolument convergente, puisque la série des modules est conver- 


gente. (Ces deux séries sont des progressions géométriques de rai- 
sons —1/2 et 1/2.) 


Exemple 3. La série tt — ... est 


semi-convergente, car elle est convergente d'après le critère de 
Leibniz tandis que la série des modules est divergente (cf. exem- 
ple 6, $ 2). 

Signalons que la classification des séries convergentes en séries 
absolument convergentes et semi-convergentes est essentielle. Le 
fait est que les séries absolument convergentes jouissent de pro- 
priétés importantes que n'ont pas les séries semi-convergentes. Par 
exemple, dans une série semi-convergente la somme n'est pas 
égale à la somme des termes positifs et des termes négatifs comme 
c'est le cas pour une série absolument convergente (cf. démons- 
tration du théorème 14.10). 


$S 5. Séries entières 


1. Définition et remarques générales. Une série de la forme 


d+ar+ar +a+...+airz"+...—= À ar" (1) 


s'appelle série entière. 

Les nombres &a,, &;, &, @3, . . ., an, . . . s'appellent coefficients 
de la série entière. 

En attribuant à x des valeurs différentes, on obtient des séries 
numériques différentes qui peuvent être convergentes ou diver- 
gentes. L'ensemble des valeurs de x pour lesquelles la série (1) 
est convergente s'appelle domaine de convergence de la série (1). 
Cet ensemble n'est jamais vide, puisque toute série entière con- 
verge pour z = (. 

Il est évident que la somme partielle S, (x) = à, + ax + ... 
... + a,z" est une fonction de la variable x. Donc la somme S 
de la série sera aussi une fonction de zx définie sur le domaine de 
convergence de la série: 


œ 


S=S(r)= À a,z" (ou f (x) = À an"). 


n=û 
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2. Intervalle de convergence d’une série entière. Prouvons un 
important théorème de la théorie des séries entières concernant le 
domaine de convergence d’une série entière. 


Théorème 14.11 (Abel) *). 1) Si une série entière (1) converge 
pour z = x, (to 0), elle converge absolument pour tout x satis- 
faisant à la condition | x | << | x, |; 2) sù une série (1) diverge pour 
z = Z, elle divergera pour tout x tel que [zx | > |zx |. 


Démonstration. 1) La série numérique > ht? étant 
0 


n= 
convergente par hypothèse, son terme général a,z? — 0 lorsque 
n — co, d'où il résulte que la suite {a,x?} est majorée, c'est-à- 
dire qu’il existe un nombre M >> 0 tel que 


fa, |<M, n =0,1,2,... (2) 


Mettons la série (1) sous la forme 
a+ (=) +a (+) +... +as(£) +... © 
et considérons la série des modules correspondante 


[aol + |&iTol ax | ÉD. + Janxl 


(4) 


TZ 
Zo 


En vertu de (2) les termes de la série (4) sont strictement infé- 
rieurs aux termes correspondants de la série 


M+M|=|\+M (5) 


Pour |x|<<|x,| la série (5) est une progression géométrique 
de raison g=|=|<1, donc elle est convergente. D’après le 
0 


critère de comparaison la série (4) converge aussi, ce qui exprime 
que la série (1) converge absolument pour |xz | << |z, |. 

2) Prouvons maintenant la deuxième partie du théorème. La 
série (1) diverge en zx, par hypothèse. On demande de prouver 
qu’elle diverge pour tout x tel que |z | > |zx, |. Supposons par 
absurde qu’elle converge pour un zx tel que |x | > | zx, |. D'après 
la première partie du théorème, la série (1) doit converger en 
TZ, puisque |z, |<L |z |, or ceci contredit le fait que la série 
diverge en zx,;.l 


Le théorème d’Abel affirme que si une série entière converge en 
un point x,, elle convergera absolument en tout point de l'in- 


*) Abel Niels Henrik (1802-1829), mathématicien norvégien. 
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tervalle ]—]| zx, |, | zo IL (fig. 215, a); si elle diverge en z,, elle 
divergera en tout point extérieur à l'intervalle ] — | x, |, | z,|[ 
(fig. 215, b). 

Ceci entraine le 


Théorème 14.12. Si une série D) a,r" converge pour des x 
n=0 
autres que x = 0, il existe un nombre R >> 0 tel qu'elle converge 
absolument pour | zx | << R et diverge pour |x | > R. 


—Xo O Xo —X1O0X, x 
x 
Convergence Divergence Divergence 
a) b) 
Fig. 215 


Démonstration. Désignons par À le domaine de con- 
vergence de la série envisagée. Montrons que X est borné. En 
effet, si l’on considère un point x, en lequel la série diverge (de 
tels points existent, puisque la série converge pour certains x 
seulement), le théorème d’Abel nous dit que |z | << ]z7, | pour 
tout x de À. On sait que tout ensemble majoré admet une borne 
supérieure. Posons À — sup ]|7z |. Cette série convergeant pour 


xeEX 
des z autres que z = 0,ona R > 0. 

Considérons maintenant un zx arbitraire tel que [zx | << À. 
D'après la propriété de la borne supérieure, on peut exhiber un 
zx, de À tel que [z|<<|z, | LR, ce qui, en vertu du théorè- 
me d’Abel, entraîne la convergence absolue pour la valeur de x 
envisagée. 

Considérons maintenant un x arbitraire tel que | z | > À. Cet 
zx GX. Donc la série diverge pour cet zx. 


L'intervalle |—R, RI s'appelle intervalle de convergence de la 
série entière, le nombre À, rayon de convergence. 

Signalons que l'intervalle de convergence de certaines séries 
est la droite numérique tout entière (dans ce cas on écrit R — oo). 
Cet intervalle se réduit parfois à un point (R = O0). 

Ainsi, toute série entière possède un rayon de convergence À. 

Une série peut être convergente ou divergente pour z = +R. 
Cette question doit être étudiée pour chaque série envisagée. 

:_ Exhibons une méthode de détermination du rayon de conver- 
cence d'une série entière. 


Théorème 14.13. Si lim|—"!|-0 existe, le rayon de con- 
1 — 00 n 
e n > s ° an 
cvergence de la série > a,x”" est égal à R=lim rer 
n — 00 n+L ! 


n=0 
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Démonstration. Soit la série ps la,z"|.  Posons 
n=—=0 
lim un =— (cette limite existe et diffère de O par hypo- 
ñn—+00 n 
thèse). Alors 


el 
TR 


n — 00 


lim 
fn —+ 00 
La série entière se transforme en série numérique pour chaque 
valeur de x. Donc d'après le critère de d'’Alembert la série 


Lee 
D |la,z”| converge si LL ci, c'est-à-dire si |x| <R. 


n —=0 


LES CM 
an 7 anzrt 


© 


Donc la série D a,x" converge absolument pour [r| <R 
n=0 
d’après le théorème 14.10, et diverge pour [r| >R, puisque 
n 

lim eue |. He ZL >, 1. Son terme général a,r" ne tend pas 
11 — 00 n 
par conséquent vers 0 lorsque 7 —+ co. 

Donc la série envisagée est convergente à l’intérieur de l’in- 
tervalle ]— R, R[ et divergente à l'extérieur, autrement dit son 


rayon de convergence est À = lim 
1 — 00 n+1 


An+1 


Remarque. On démontre que si lim = 0, la série 


71 — 00 


n 
O0 
>, &,z" converge sur la droite numérique tout entière, 
n—0 
c'est-à-dire que À = æ, et si lim 
n —00 n 


seulement pour x—0, c'est-à-dire que À — 0. 


a 
—UL| = %, elle converge 


a. du si z" | 
Exemple 1. Considérons la série » . On a 
=" 
x . n+i ’ 1 
R = lim = lim : = [im (1+ =) =1. 


no ”n+1 71— 00 n —00 


Donc cette série est convergente sur l'intervalle ]—1, 1[ d’a- 
près le théorème 14.13. Etudions cette série aux bornes +1 de 
l'intervalle de convergence. Pour xz—1, on obtient la série 


; 1 , : x 
harmonique > — qui, on le sait, est divergente, et pour 


n=!{ 
oo 


z= —1, la série » (—1y À qui est convergente d'après le 


n=! 
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critère de Leibniz. Donc la série envisagée est convergente en tout 
point de l'intervalle [—1, 1[ et divergente à l'extérieur de cet 
intervalle. 
Exemple 2. La série >, nlz" est divergente sur toute la 
n=1 
droite numérique sauf en z—0, puisque son rayon de conver- 
gence 


. e. | e | 
R= lim = lin — = lim —— = 0. 
ñn — 00 An+1 n—00 (n+1)! ñn—00 1+n 
ss Ce 2” 
Exemple 3. La série > 7 converge absolument sur la 


n=]| 


droite numérique tout entière, puisque 


R= lim" — lim HI - lim (nr + 1) = oo. 


no An+1 n—00 n — 00 


3. Propriétés des séries entières. Supposons qu'une fonction 
f (x) est la somme d'une série entière 


ft) =80+ar+as +... +anx + ..., (6) 


dont l'intervalle de convergence est ]— À, RI. 

On dit alors que la fonction f (x) se développe en série entière 
de x sur l'intervalle J—R, Rf. 

Voici deux propriétés des séries entières que nous donnerons 
sous forme de théorèmes sans les prouver. 


Théorème 14.14. Si une fonction f (x) se développe en une série 
entière (6) sur l'intervalle ]—R, RI, elle est dérivable sur cet inter- 
valle et sa dérivée f” (x) peut être obtenue par une dérivation terme à 
terme de la série (6), c'est-à-dire que 


J (x) = (a, + ax + auf +... + an +...) = 
= 4 + 2a,xr + Jar + ... + nanzt 7 + ... 


Les dérivées de tout ordre de la fonction f (x) se calculent par 
le même procédé et de plus les séries correspondantes ont le mé- 
me intervalle de convergence que la série (6). 


Théorème 14.15. Si une fonction f (x) se développe en série 
entière (6) sur l'intervalle ]—R, RI, elle est intégrable sur cet in- 
tervalle et son intégrale peut être obtenue par une intégration 
terme à terme de la série (6), autrement dit, si x,, r, E]—R, RI, 
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alors 
X2 Xo2 
| f() dx — | (ao + ax + ar? + te + 4,2" + ne .) dr = 
X1 X1 
X2 Xo X2 
= | ap AT + | azdr+...+ | ant" dr +... 
xX1 x1 x1 


Il est intéressant d'intégrer la série entière (6) sur l’inter- 
valle [0, x], où |z| <R: 


x 


2 ZI nztti 
| fa) dr = ar + 2 + +... + ne 
0 


Dans ce cas on obtient encore une série entière qui possède le mé- 
me intervalle de convergence que la série (6). 
On étudie parfois des séries entières de forme plus générale : 


d+a(z—a)+a.(z—a)} +...+a(z— a) +...— 
» an (z— a)". (7) 


Les séries (7) se ramènent à la forme (1) par le changement 
z—a—=t. 

Si une fonction f (x) est la somme d’une série (7), on dit qu'’el- 
le se développe en une série entière de z — a. 

Tout ce qui a été dit sur les séries s'étend intégralement aux 
séries (7). Pour alléger l’écriture, on raisonnera uniquement sur 
des séries (1). 


4. Développement des fonctions en séries entières. Le théorème 
suivant prouve qu’une fonction se développe d’une seule façon en 
série entière. 


Théorème 14.16. Si une fonction f (x) se développe en une série 
entière 


f()=a+ar ++... +anr +... (8) 


sur l'intervalle] —R, RI, ce développement est unique. 
Démonstration. Par hypothèse, la série (8) converge 
sur l'intervalle ]—R, RI et la fonction f (x) est sa somme. Donc 
en vertu du théorème 14.4, la série (8) peut être dérivée terme à 
terme autant de fois qu’on veut sur l'intervalle ]J—R, RI. On 
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a alors 
f'(x)=1:a, + 2a,x + 3a,;r* + 4a, +...+na,rr +... 
f(x) = 1-2a, + 2-3a,x + 3-4a;x? -+ 4-5a57$ +... 
.+(n—1)na,x"2+ ..., 
f (x)=1:2-3a,;+2-3.4a;xz+...+(n—2) (n—1) na,r"S +... 


En faisant x—0 dans ces égalités et dans (8), on obtient 


J (0) = &os f (0) = 1-a;, f (0) =2!a,, 
f” (0) = 3las, ..., f(9 (0) —=nla,, ..., 
d'où | 
0 "(0 m (0 
10, = 00, œ=-L0, ae 10, 
s En — : on s' se 
‘Ce qui prouve le théorème puisque les coefficients de la série (8) 
sont définis de façon unique par les formules (9). 


En portant les expressions des coefficients dans (8), on obtient 


O FAO) 44 (mn) (0) , 
 f@=1o+ÉS + Eur. dans. 
Ainsi, si une fonction f (x) se développe en série entière, cette 
série est de la forme 


".(( (0) , . (M) (0) 
FO) LT z 4 Le. 4 OO D +. (10) 


La série (10) s'appelle série de Maclaurin de la fonction f (x). 

Supposons maintenant que f (x) est une fonction indéfiniment 
dérivable. On peut la développer en une série (10). Voyons sous 
quelles conditions la somme de cette série (10) est confondue avec 
la fonction f (x). La réponse à cette question nous est fournie par 
la formule de Maclaurin. Au chap. VI, $ 3 on a montré que toute 
fonction indéfiniment dérivable était justiciable de la formule de 
Maclaurin 


..f' à a (n)(0) 
F2) =10)+ 0 24 LÉO m4. + OO my, (2, 
où le reste 


fn+1) 
R, (x)— — 2, Er, 0<0<1. (11) 
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Si l’on désigne par S, (x) la n7-ième somme partielle de la série de 
Maclaurin, on peut écrire 


f (x) = Sa (x) + Ra (2). (12) 
On a le théorème suivant. 


Théorème 14.17. Pour que la série de Maclaurin (10) soit con- 
vergente sur ]—R, RÎ et ait pour somme la fonction f (x), il est 
nécessaire et suffisant que sur ]—R, RI le reste R, (x) de la formule 
de Maclaurin (11) tende vers O lorsque n — oo, c'est-à-dire que 
lim R,(x) — 0 pour tout x E]—R, RI. 

Démonstration. Nécessité. Supposons que f (x) est la 
somme de la série de Maclaurin sur |—R, RI, c'est-à-dire que 


lim S,(x) —f(x). De l'égalité (12) il s'ensuit alors que 
lim À, (x) — 0 pour tout r E]—R, RI. 


ñn 0 


Suffisance. Soit lim AR, (r) = 0 pour tout r €] —R, RI. 
De l'égalité (12) il s'ensuit alors que lim [f (x) — S, (x)l = 0, 
c'est-à-dire que lim S,(x) = f(x). Ce qui exprime que la 


série de Maclaurin (10) est convergente sur |—R, RÎ et sa somme 
égale à f (x). 


Ce théorème ramène donc le problème du développement d’une 
fonction en série de Maclaurin à l'étude du comportement du 
reste À, (x) lorsque nr —+ co. 

Considérons le développement en série de Maclaurin de quel- 
ques fonctions élémentaires. 


Développement de la fonction f (x) = e*. On a f(x) — 


= f" (x) = ... = f09 (x) = ex. Pour x = 0: f (0) = f’ (0) — 
= f" (0) = ... — f® (0) = 1. La série de Maclaurin de e* est donc 
LES + ++. (13) 
Trouvons l'intervalle de convergence de la série (13): 
R= lim = Jim UD LR 
no “71+1 1 —+00 n | ° 


Donc cette série est absolument convergente sur la droite tout 
entière. 

Prouvons maintenant que la fonction e* est la somme de la 
série (13). 

D'après la condition nécessaire de convergence d’une série, on 
a pour tout x 
lim LD 2 (14) 

n | j 


Ti > 00 
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Comme j("*1 (E) = ei, il vient 


eb " 


(+1) n+ ñ 
Ra (= ne a Em a 


(n+1)! EH 
où EÈ—0607, 0<6<1. D'où, compte tenu de ce que eë < eïl, 


elx! 


ë 
e . 
GONE ET A <GT 


[#4 


Comme 


s zln 
lim EI — 0, 


on à «a fortiori 


| [r|r+i 
TETE TE 


En faisant tendre nr vers œ dans la dernière inégalité, on trouve 
que lim À, (x) = O pour tout x, ce qui exprime que la fonc- 


ñn—-00 
tion e* est la somme de la série (13). 
Donc pour tout zx 


= (. 


z z3 z" 
PNR ane en No 
Développement de la fonction f(r)=sinz. On a f’(x) = 
= COS x — sin (z+ +) , J'(x)=—sinxz-sin (+25) : 


1-3 100 (x) sin(r+n +) (cf. chap. V, $ 10, n° 2). Pour z—0: 
f(0)=0, f'(0)=1, f(0)=0, f7(0)= —1, fH(0)=0, ..…. 
La série de Maclaurin de la fonction sin x est donc 


x x z? — 1)971 2271 


( 
BST EL DU SU Ua pr 


Ou s'assure immédiatement que cette série est absolument 
convergente sur la droite numérique tout entière. Etudions le reste 


| Tr 
RICE Lte+n3] 
ROSE GET ne ce 


où E— 067, 0<6<1. Comme |sin [E+m+15+]I<t il vient 


[æ|7+i 


IR, IS E5T . D'après (14), lin Er = 0. Donc 


lim R,(z)=0 pour tout x. Ce qui exprime que la fonction 


n— 0° 


sin x est la somme de cette série, c’est-à-dire qu’on a le déve- 
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loppement 


—{)n-1 zen 1 


zS 2° x? ( 
SE CD GET eme 


sin TZ =TZ— 


Développement de la fonction f (x) = cos x. On peut obtenir 
le développement de cos x en série de Maclaurin en procédant 
<omme ci-dessus. Mais il est simple de développer cos x en série 
en dérivant terme à terme la série de sin x: 


Gina)" —{55) + (57) -(5) +. 
d'où 


cos x — À — 31 ++ + Gr +. 


De nombreuses autres fonctions sont développables en série de 
Maclaurin. On aurait pu envisager aussi un développement plus 
général qu'en série de Maclaurin, par exemple un développement 
de Taylor suivant les puissances de z — a, où a 0, de la forme 


fa) + (0) + LÉ (op + + a+. 


Tout ce qui a été dit s'étend intégralement à ces séries. 

En développant la fonction cos x en série de Maclaurin, nous 
nous sommes servi de la dérivabilité terme à terme des séries 
entières. On peut tout aussi bien user d’une autre propriété de 
ces séries : leur intégrabilité terme à terme. A titre d'exemple, dé- 
veloppons les fonctions In (1 + x) et Arc tg x en séries entières 
par une intégration terme à terme. 

Soit la série ++ ++... Lan + ... On re- 
connaît une progression géométrique de raison g = x. On sait 
que cette série est convergente pour | x | << 1 et sa somme est égale 


à : . Donc 
4—7 
—=i+stetat.. part... (15) 
L'expression (15) est le développement de la fonction f (x) — — = 


en série entière. 
En substituant —t à z dans (15), on obtient 


1 
= tt PB. (AP. 


446 SÉRIES [CH.XIV 


pour || <<1. Intégrons cette série terme à terme entre © et 
x (|z| << 1). Nous obtenons 


*X 


(+ —- =m({+9f =In({+z)= 
0 


lasse nr. .+(—1) + ...)dé= 


OS À 


x 


 Àdt— (eat À rar lasagts ...+(— 1 Fear = 
je ue é É CE ER PiT 


x t® |x t3 [x ts lx | 7 titi x . 
+ o 2 ea he RE n+1 lo — 
2 73 4 | 2n+1 
EE EEE 
D'où ° 
- 3 À n+1l 
In (Ame rte Et... +4) . +... (16) 


L'expression (16) est le développement de la fonction In (1+7zx) 
en série entière. Cette égalité est valable pour | x | < 1. On dé- 
montre qu'elle l’est aussi pour x = 1. 

En effet, pour z = 1 le premier membre est égal à In2 et le 
second meinbre, à la série numérique 


D + + (17) 


qui est convergente d’après le critère de Leibniz. Reste à prouver 
que 


{ { ce 4 
In2=1—-+—...+(—1) ass (18) 
À cet effet, intégrons l'expression 
1 nine nt? 
hr PF (1) 14 1L(—1) A+t 
entre O et 1. Nous obtenons | 


dt 
1 +1 
0 


=n({+9|=Im2- 


= [ (tite n+.. 4m (0 + ) dt 


1 1 


dt— | t dt + Bdt— | 5 dé+ +(— 1-1 | tn—1 dt+ 
0 0 0 


0 
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| 
HA) ft HE 
0 


| 
+0 fe 
0 


i.e. 
In 245 ++. + (At 
EL Ce à — dé. (19) 
0 
Dans cette égalité la somme des nr premiers termes est la somme 


partielle S, de la série (17). Donc 


| 
In2—$,=(—1)" | — | (20) 


0 


1 
n : : n t 
Comme ET ——<t" pour 0OSt<1, il vient |(—1) | 1: 
ï 


1 1 
_( tmdt Ve 

* Fr < |! ere FT r|= = 

déduit que l'intégrale du second membre de (20) tend vers 

0 lorsque nr — et par suite limS,—In2, ce qui prouve (18). 


ni — 00 
Trouvons maintenant le développement de Arc tg x. En subs- 
tituant —t® à zx dans (15) et en intégrant par rapport à t entre 0: 
et x, on obtient 
n 22"t! 


Arctgzr— + — ..+(—1) CE RS (21) 


L'égalité (21) est AE pour |xz | << 1. On pourrait démontrer 
comme plus haut qu’elle l’est aussi pour zx = +1. 

Signalons en conclusion que les séries entières ont des appli- 
cations variées. Elles permettent de calculer les valeurs des fonc- 
tions avec n'importe quelle précision (en particulier, les valeurs 
de n et e); de trouver les valeurs approchées des intégrales défi- 
nies qui soit ne s'expriment pas par des fonctions élémentaires, 
soit sont difficiles à calculer. Ainsi, par exemple, l'intégrale 


a 
\ sin z 


—— — 0 lorsque 72— ©. Onen: 


dx ne s'exprime pas par une fonction élémentaire, 


e 


0 
: 2 ; sin z : 
puisque la primitive de la fonction —— nest pas une fonction 
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élémentaire. Or cette primitive peut facilement être représentée 


$ 
par une série entière. En effet, puisque sin x = x — + 
— + ..., en multipliant par _ on obtient 
sin r x? z4 Cd 
DEC mon 


cette série étant convergente pour tout x. En intégrant terme 
à terme entre O et a, on trouve 
a 
sin z ai aÿ a 
dr = QE 
| 7 sois ts 513 


) 


Cette égalité permet de calculer cette intégrale avec n'importe 
quelle précision pour tout a. 

Enfin, les séries entières jouent un rôle primordial dans la 
résolution approchée des équations différentielles. 


S 6. Séries à termes complexes 


1. Brefs rappels sur les nombres complexes. On appelle rzombre 
complexe z un couple de réels (x, y) et on note z = (x; y). x est 
la partie réelle, y la partie imaginaire de z. 

Un nombre complexe z = (x; y) se représente sur le plan Oxy 


—} 
par un point M de coordonnées (x; y) ou par un vecteur OM dont 
les projections sur Oz et Oy sont 
respectivement égales à zx et y 
(fig. 216). Le plan Ozxy s'appelle 
alors plan complexe. M est l'image 
de z et :, l'affixe de M. 

Tout complexe de la forme 
(x; 0) s'identifie au réel x, c'est- 
à-dire que (x; 0) = zx. Ceci per- 

Fi met de traiter l’ensemble des 
ig. 216 > 
réels comme un sous-ensemble 
des complexes. Sur le plan com- 
plexe, les réels sont figurés par les points de la droite Or qui 
s'appelle droite réelle. 

Les nombres complexes (x; y), y = 0, sont encore appelés 
imaginaires. Les nombres de la forme (0; y) s'appellent imaginai- 
res purs et se notent z — iy. Le nombre (0; 1) est l'unité imagi- 
naire et se désigne par la lettre à — (0; 1). Les nombres imagi- 
naires purs sont figurés sur le plan complexe par les points de 
l’axe Oy qui est appelé axe imaginaire. 

On dit que deux nombres complexes z, — (x; ; y,) et z = 
= (z,; y.) sont égaux si x, = x, et y, — y.. Le nombre complexe 
Ô = (0; 0) s'appelle zéro. 
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Opérations sur les nombres complexes. Définissons les opéra- 
tions algébriques sur les nombres complexes. 

On appelle somme des nombres complexes z, = (z,; y,) et 
Ze == (T2; +) le nombre complexe 


2 — (21 + Lei Yi + ÿ2). 


On appelle produit des nombres complexes z, = (x, ; y.) et 
Za = (Z2; y,) le nombre complexe 


2 = (TiTe — Yes LiVa + Tob)- 


La soustraction de deux nombres complexes se définit comme 
l'opération inverse de l’addition, c'est-à-dire qu'un nombre z 
est la différence d’un nombre z, et d'un nombre 5, si 5 +2, = 2. 
De cette définition il résulte que le nombre complexe 


Z = (T1 — T2; Y1 — Ya) 


est la différence des nombres complexes 2, —(x, ; y1) et 5:=(2Ta ; Ya). 

La division des nombres complexes se définit comme l’opé- 
ration inverse de la multiplication, c'est-à-dire qu'un nombre z 
est le quotient de =, par 3, 0 si 5-5, = :,. 1] s'ensuit de cette 
définition que le nombre complexe 

2 -- ZiZ2 tr Yiÿe . TrY1— Tiÿe ] 
ZiHy s+uys 
est le quotient des nombres complexes z, = (2; y,) et z, = 
= (Z2; Ye). 

L'unité imaginaire à — (0; 1) joue un rôle particulier dans 
les opérations sur les nombres complexes. En l’élevant au carré, 
on obtient, en vertu de la définition du produit, (0; 1)-(0; 1) — 
= (—1: 0) — —1, c'est-à-dire que i* — —1. Donc tout nombre 
complexe z — (x; y) se représente sous la forme 


z = (x; y) = (x; 0) + (0; y) = 
= (x; 0) + (y: 0)-(0;: 1) =zxz+iy, (1) 
appelée forme algébrique des nombres complexes. On voit à la 


forme (1) que les nombres complexes sont justiciables des opé- 
rations algébriques usuelles. 


Le nombre complexe z = (rx; —y) = x — iy s'appelle con- 
jugué complexe du nombre 3 = (x; y) — x+iy et se représente 


sur le plan complexe par le point symétrique à z par rapport à 
l'axe Or. 


Exemple. Calculer le produit des nombres complexes z — 
= Z+iy et z —=x—iy. 

Solution. On a 

2.2 = (t+Hiy)-(z — iy) = 2x + izy — iyr + yy = Huy. 
29—01561 | 
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Forme trigonométrique d’un nombre complexe. Considérons 
sur le plan complexe Ozxy un système de coordonnées polaires de 
pôle O et d’axe polaire le demi-axe positif Ox (fig. 217). Considé- 
rons le nombre complexe : — z—+iy. Les formules z — p cos y 
et y — p sin qui relient les coordonnées polaires et rectangulai- 
res nous permettent d'obtenir la forme trigonométrique du nombre 

complexe z — x + iy: 
4 M X: = M p;,e 2 ss. :# 
Lens +) z — p (cos p + à sin p). 
Le nombre p s appelle module, le 
nombre q, argument de =. On 
les note p = |21{|,œ — argz. 
L'argument œ est défini à 2kn 
près. Le module du nombre 
5 = z+iy vaut 


p=l1=10M|= VE. 
La valeur de l’argument @ telle que ç € [0, 2nl s'appelle valeur 


principale et se note @ = Arg z. L'argument du nombre complexe 
z = ÔÜ n'est pas défini et son module est nul. 


Fig. 217 


Exemple. Représenter par leur forme trigonométrique les 
nombres complexes suivants: 1) 2 =2+2iV3; 2) 5 —5; 
s) MED 

Solution.1)Onaz=2,y = 2V3,p =y (2}+(2V 3 — 
— 4, cos p = x/p = 1/2, sin o = y'o — V3/2. D'où ç = 1/3. 
Donc 5: = 2 + 2 V3 —4 (cos ++ sin +) . 

2) zx =5, y — 0, p —5, cos — 1, sin p — 0. Donc z — 
= 5 = 9 (cos 0 + i sin O0). 

3) z =0, y—=1, p —1, cos g — 0, sin og — 1. Donc z — 


= — cos + —+ i sin _ 

La forme trigonométrique nous permet de multiplier et de 
diviser facilement les nombres complexes. Soient z, — P1 (COS Pi + 
+ i sin mp) et 22 = P, (cos p, + isin p.). Alors 
z = p (cos p+ i sin p) = 2°2: = 

— P, (cos pi <+i sin p1)-P2 (COS pa + à sin pe) — 
= P1P2 [COS pi COS pe + i COS qu Sin Pe+ 
+ i sin q, cos p, — sin , sin p,] = 
— P1P2 [cos (pi +Pe) + à sin (m1 + p2)l. 
Donc 
P = Pia P = Pi + Po 
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c'est-à-dire que la multiplication de deux nombres complexes 
conduit à multiplier leurs modules et à ajouter leurs arguments. 
La division de ces deux nombres complexes (p.=£ 0) nous conduit 
aux relations 


p———,, P—Pi—Pa- 


Si l’on élève un nombre complexe : = p (cos @+isinæ) à lx 
puissance n, on obtient 2% — p" (cos np+isin nr). Si l'on 
pose p = 1, on obtient la formule 


(cos @ + à sin ç) = cos np—+i sin rw, 


appelée jormule de Moivre *). 


2. Limite d’une suite de nombres complexes. La théorie des 
limites développée pour les suites de nombres réels se généralise 
aux suites de nombres complexes: de nombreuses définitions 
relatives au passage à la limite se répètent intégralement. 

Soit une suite de nombres complexes 2,, 39, . - ., 3n, . 

OÙ Zn — (Tn + in) (n = 1, 2, ...). 

On dit qu'un nombre complexe a = xz,—+iy, est la limite 
d'une suite {:,} si pour tout € >> 0 il existe un entier V tel que 
|5n —al|<e pour nr > N. La suite {:,} est dite alors conver- 
gente vers a. Ceci se note lim 5, = a ou :, — a lorsque n — 00. 


7 — 00 

Géométriquement cela signifie que pour tout € >> 0 tous les 
termes de {:,}, à partir d’un certain rang V dépendant de &, 
sont contenus dans un disque de rayon € centré en a et les points 
3, Se rapprochent indéfiniment de a lorsque n croît. Ceci résulte 
des égalités [23 — a | = (tn — zo) + É(Yÿn — Yo) | = 
— V &n — Lo) + (Un — Yo) = P (Ma; Mi), où p (M, ; AL) est 
la distance des points M, (x,:; yx) et M, (x; yo), c'est-à-dire 
des images de z, et a. 

Tout nombre complexe 3, étant un couple de réels (x, ; yàh). 
à toute suite {:,} correspondent deux suites de réels, {r,} et 
{yn}, composées respectivement des parties réelles et imaginaires 
des termes :, de la suite {z,}. 

On a le théorème suivant. 


Théorème 14.18. Une condition nécessaire et suffisante de con- 
vergence de la suite {z,} — {r, +iy,} est la convergence des suites 
de réels {x,} et {y}. 

Démonstration. Mécessité Soit :, + a — zy + io. 
Alors pour tout e > 0 il existe un entier NV tel que pour tout 
rn>œN l'on a [an —a| = Vrn — 20) + (Ya — yo) < E. 


*) Moivre Abraham (de) (1667-1754), mathématicien anglais d'origine 
française. 


29% 
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D'où [Ta — Lo ES | 3n — | €, | Un — Vo | EA — a | < 
<< e pour z > Net par suite x, — x, et yn —+ yo. 

Suffisance. Soient x, — To, Yn —> Yo et à = To + iyo- De la 
relation |2, — a | = Wxzs — 2x0) + (ÿn — Yo)° il s'ensuit alors 
que z, a lorsque nr — oo. 


Ce théorème permet de généraliser les principaux résultats de 
la théorie des limites de suites de nombres réels aux suites de 
nombres complexes. 


3. Séries à termes complexes. Soit la série à termes complexes 


ntat...+ant...= ÿ 2, (2) 


——_ 
= 


où 2, —21n—+iy,. On dit que la série (2) est convergente si 
converge la suite {S,} de ses sommes partielles S, — 2,+ 


+a+...+z= Ÿ Zn 2; D yr lorsque r —+ ©; la limite 
=! 1 
S — lim $S, s’appelle somme de la série (2). A la série 


n #00 
© 


(2) à termes complexes correspondent deux séries Ÿ zx, et 


n=l! 


oO 

© yn à termes réels. Comme pour les suites de nombres complexes 
n=1 

(cf. théorème 14.18), on démontre qu’une condition nécessaire 
et suffisante de convergence de la série (2) est la convergence 


des séries È Zn et 24 Yn- En outre, si ÿ Zn =" et à Un = 
— 1 n=1 


—=S”, alors S — > Zn = S'+iS”. 


n=îi 


Le théorème suivant est utile à l’étude de la convergence 
de la série (2). 


Théorème 14.19. Soit donnée la série à termes complexes 


abat. tante..s 2 zn (3) 
Si la série des modules 
Bal l+ + lil 2 Ian (4 


est convergente, il en est de même de la série (3). 
Démonstration. Soit 2, — x, +iy,; alors [z,| = 
= Vaityn et Im SV 2 +ya lun SV 2% + y. Donc d'après 
le critère de comparaison des séries à termes réels (cf. théo- 
rème 14.6), la convergence de la série (4) entraîne celle des 
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séries ÿ lz,| et > |yhl. Donc les séries S zh et à Yn CON- 
n—= n=={ 


vergent Absolument. ce qui est une condition suffisante de 
convergence de la série (3). 


Si la série (4) converge, on dit que la série (3) converge absolu- 
men. 

Le théorème prouvé permet d'appliquer aux séries 
complexes tous les critères de convergence des séries 
positifs. 


ermes 


a t 
a termes 


Exemple. Etudier la convergence de la série D Ce. 


= 1 

Solution. Cette série converge absolument,” puisque si 
l'on applique le critère de d’Alembert à la série des modules 
correspondante, on obtient 


|Zn+1 | 


NHiréint il | 

D El MD EUr nd 
Cu VERRE LS V5 
y D 


4. Séries entières à termes complexes. Üne série de la forme 


d+a(z—a)+a(z—a}+...+a,(z—a)" +... 
© 
= Di an(z— a)", (5) 
n=0 
où z est une variable complexe et a, et a, des nombres complexes, 
s'appelle série entière. 
Comme pour les réels on se bornera à l’étude des séries entiè- 
res de la forme 


y + a+ di +... Han +... = 2 an". (6) 


La série (5) se ramène à la forme (6) par le changement = — a == t. 

Pour déterminer le domaine de convergence de la série entière 
(6) on se servira du théorème d'Abel (cf. théorème 14.11) qui 
s'énonce et se prouve comme pour les réels. Formulons ce théo- 
rème. 


_ Théorème 14.20. 1) Si la série entière (6) est convergente pour 
25 (a 0), elle est absolument convergente pour tout : tel que 
| = : < | 59 |; 2) sé La série (6) est divergente pour z = :,, elle l'est 
pour tout = tel que |z2| > |, |. 

Voyons l'interprétation géométrique du théorème d'Abel. 
Si la série est convergente en un point :,, elle sera absolument 
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convergente en tout point du disque de rayon 3, et de centre OU; 
si elle est divergente en un point 3,, elle le sera en tout point exte- 
rieur au disque de rayon 3, centré en © (fig. 218). 

Comme dans le cas réel, on peut établir la forme du domaine 
de convergence de la série (6). 


Théorème 14.21. Si La série (6) est convergente pour des : autres 
que =: = 0, il existe un nombre R >> 0 tel qu'elle converge absolu- 
ment pour |: |<<R et diverge 
pour |3 | > RÀ. 

Ce théorème se prouve comme 
le théorème 14.12. Le disque du 
plan complexe de centre © et de 
rayon À s'appelle disque de con- 
vergence de la série entière (6), et 
le nombre À, rayon de conver- 
gence. Comme dans le cas réel, la 
question de Îla convergence de la 
série sur la frontière du domaine 
de convergence (c est-à-dire pour 
|: | — À) reste ouverte et im- 
plique une étude à part. 

Si la série entière (6) ne converge qu’au point : — 0, on pose 
R — 0; si elle converge pour toute valeur de :, c’est-à-dire sur 
le plan complexe tout entier, alors on convient que R — oo. 

Le ravon de convergence de la série entière (6) se détermine 
par la même méthode que dans le cas réel. 


Fig. 218 


‘Exemple. Trouver le rayon de convergence de la série 
œo 


on 


entière > 1 : 
n=! 
Solution. On a 
R= lime = Jim ED! jy; . 
n 00 lan+1l n — 00 n!| UE 0 ” 


La série est donc convergente pour tout 5. 


Considérons la série 
: 
f(2)=ao+az+ast+...+Laz +... = À az". (7) 
næ=0 
Il est évident que sa somme f (2) est une fonction de la variable 
complexe z à l’intérieur du disque de convergence. Les fonctions 
d'une variable complexe qui se représentent par des séries entiè- 
res sont dites analytiques. L'étude de ces fonctions sort du cadre 
de cet ouvrage. 
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5. Formule d’Euler. On se propose d'établir à l’aide des 
séries entières deux formules qui sont d'un vaste usage. 

Au $ 5 on a développé la fonction e* en une série entière con- 
vergente pour tout zx: 


Si l’on substitue une variable de z à la a x, on obtient 
la série entière de z 


AH ++, 


qui est convergente pour tout : en vertu de l’exemple étudié. 
Désignons sa somme par e. Donc par définition, pour tout nombre 
complexe :, 


CET EE RE EE (9) 


La somme de la série (9) s'appelle fonction exponentielle de la 
variable complexe . 

On définit de façon analogue les fonctions trigonométriques 
sin 3 et coszs de la variable complexe z: 


sin jee D — ee de (10) 
7 81105! ET p 
2 zi n = 
Lil. ES (11) 


La fonction exponentielle ez et les fonctions trigonométriques 
sin z et cos z sont reliées par une relation simple. Dans (9), subs- 
tituons iz à 5: et regroupons tous les termes contenant à: 


ioze i9z3 ET id=9 
Ai + + rt rer +... 
j z3 zt 5: 20 
it ist tir. 


(tnt )+i (a+). 


En comparant le résultat obtenu aux formules (10) et (11), on trou- 
ve 
ei — COS Z + i sin z. (12) 


En substituant —iz à z dans (9), on obtient 
e"it = cos z — isinz (13) 


Les formules (12) et (13) s'appellent Re d'Euler. Elles éta- 
blissent un lien entre la fonction exponentielle et les fonctions 
trigonométriques sin z et cos z. Si l’on ajoute et retranche terme 
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à terme les égalités (12) et (13), on obtient une autre forme d'’écri- 
ture des formules d’Euler: 


lt e-tz | elz— e-iz 
sal Sin Z2=——, (14) 


COS z— D : 3: 


Les fonctions e, sin z et cos z sont donc reliées par les formu- 
les (12), (13) et (14). Pour 3 = x (x réel) ces fonctions sont con- 
fondues respectivement avec les fonctions e*, sin x et cos x de la 
variable réelle x. 


$S 7. Séries de Fourier 


1. La série trigonométrique et ses propriétés fondamentales. 
On appelle série trigonométrique une série de la forme 


a RQ GS e CG 
"+ 4,C08 z+ b, sin z+ a, cos 2x + b, sin 27+ ...+ a, cos nx + 


+b,sinnr+...= +» (a, cos nx + b, sin nt) (1) 


ne 


OÙ Gps Apr Or Œos Das + + +, Ans On ... Sont les coefficients de cette 
série. 

A la différence de la série entière qui fait intervenir les fonc- 
tions élémentaires À, x, z°, . .., x", ... la série trigonométrique 
est composée des fonctions circulaires 


1/2, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, ..., cos nr, sin nx, ..., (2) 


qui sont bien étudiées aussi. 

Signalons tout d'abord que les fonctions du système (2) sont 
toutes 2r-périodiques. En effet, la constante 1/2 est de période 
quelconque, les fonctions sin rx et cos nx (n — 1, 2, ...) de 
période 2x/nr *), donc aussi de période 2x — n (2r/n). Il est évi- 
dent que chaque terme de la série trigonométrique (1) est une fonc- 
tion 2n-périodique. Donc toute somme partielle de la série ({) 
est 21-périodique (si les termes de la série ne changent pas lors- 
qu'on remplace x par x + 2x, il en est de mème de leur somme). 
On en déduit que si la série (1) converge sur l'intervalle [—x, x}, 
elle converge sur la droite numérique tout entière et sa somme, 
qui est la limite d'une suite de sommes partielles périodiques, est 
une fonction 21-périodique. Donc les séries trigonométriques sont 
particulièrement bien adaptées à l'étude des fonctions périodi- 
ques utilisées pour décrire les processus périodiques tels que les 
mouvements oscillatoires et circulaires des pièces d'une machine 
ou d'un engin, le mouvement périodique des corps célestes et des 
particules élémentaires, les oscillations acoustiques et électro- 
magnétiques, etc. 


*) En effet, sin {[n (z + 2x/n)] = sin (nz + 2x) = sin nr. 
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Une autre propriété importante des fonctions du système (2): 
est leur orthogonalité sur l'intervalle [—n, x] au sens suivant : 
l'intégrale sur [—1x, x] du produit de deux fonctions différentes. 
de ce système est nulle et l'intégrale sur [—1x, x] du carré de. 
toute fonction de ce système est non nulle. 


En effet, 
CLS 
[+ cos kxdz=- sin ke | = 0; 
7 
_ 8} 
[+ sinkrdr- — 5 coskz |" =0. 
2: 


Par ailleurs, 


14 EL 
À cos Àx cos nx dx — _ | [cos (# +-n) x + cos (k — n) x] dx — 
7 + 
= | ve = + ne = le —0 pour kæn. (4) 
De façon analogue, 
PL 


| sin kxsin ax dz=0 pour ÀÆn; sinkxzcosnzdz=0. (5) 


Û 
4 À 


7 
Enfin, 
61 CL 
{ costkz dr= + | (14 c0s2ka) àr— 
PE In 
1 À oo 17 
= [x+ sin 2kz |" =, 
I I 
| sin? kz dz = + | (1— cos 2kx) dx := (6h 
= + [sr sin 2kz |" =, 
T 
ES RS 
(+) Ari 0 
7 
C.Q.F.D. 


2. Série de Fourier. De même que pour les séries entières. 
on a le théorème suivant pour les séries trigonométriques. 
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Théorème 14.22. Si une fonction f (x) définie et intégrable sur 
l'intervalle [—n, nl se développe en une série trigonométrique 


f(x) — —- + D (a, cos rx + b, sin rx) (7) 


n—=1{ 


intégrable terme à terme, alors ce développement est unique. 
Démonstration. Une intégration de (7) nous donne 
T a 


| (x) dz = . Jar S [ an Ÿ cos nx de + b, sin nz äz |, 


7 _ n=={ 7 71 


d’où l'on déduit, compte tenu de (3), 


ao | f(x) ds. (8) 


Pour déterminer le coefficient a, de cos kr multiplions (7) par 
<os kx et intégrons entre —x et x *). Les formules (3) à (6) nous 
donnent 


EL I oo x 
| f (x) cos kr dx = © » | cos À x dx + D [an | cos Æzx cos nx dx + 
Tr — A n=!| EL 


> 
bn | cos À zx sin nt äz | = cos? kx dr —a,n, 
1 


{s) 
œ 
gr à 


a 
a = + | f (x) cos kx dr. (9) 
-xX 
De façon analogue, en multipliant (7) par sin kx et en intégrant 
æntre —x et x, on obtient en vertu des mêmes formules 
1 


| Î (x) sin kx dx = b,n, 
. 
d'où 
y 
bi, =— | f (x) sin krdz. (10) 


Donc les coefficients a,, a, et b, de la série (7) sont définis 
de façon unique par les formules (8), (9) et (10), ce qui prouve le 
théorème. 


*) On démontre que la série (7) est intégrable terme à terme après 
sa multiplication par une fonction bornée. 
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Ce théorème nous permet d'introduire la définition suivante. 


Définition. Soit f (x) une fonction définie et intégrable sur 
l'intervalle [—x, x]. Les nombres a,, a, et b, déterminés à l’aide 
des formules (8), (9) et (10) s'appellent coefficients de Fourier 
et la série 


+ D (a, cos nt + b, sin nx), 


ns={ 


série de Fourier *) de la fonction f (x). 


3. Convergence de la série de Fourier. Introduisons la notion 
de prolongement périodique d’une fonction f (x) définie sur l’in- 
tervalle [—x. xl]. 

On dira qu'une fonction F (x) 2x-périodique définie sur la 
droite numérique tout entière est le prolongement périodique d’une 
fonction f (x) si F (x) — f (x) sur l'intervalle [—x, xl]. 

Il est évident que si une série de Fourier converge sur l’inter- 
valle [—x, nl vers une fonction f (x), elle convergera sur la 
droite numérique tout entière vers son prolongement périodique 
F (x). 

Voyons sous quelles conditions la série de Fourier d’une fonc- 
tion f (x) converge vers cette fonction. 


Théorème 14.23. Supposons qu'une fonction } (x) et sa dérivée 
f" (x) sont ou continues, ou affectées d’un nombre fini de disconti- 
nuités de première espèce sur l'intervalle [—nx, x]. Alors la série 
de Fourier de f (x) est convergente sur la droite numérique tout entière 
et en outre la somme de cette série est égale à f (x) en tout point 
zx El—1x, ni où f (x) est continue et à 
1 (xo—)+f (to +) 
2 ? 


où f(zo —) = Jim f (x) et f(xo +) — ue Î (x), en tout 


point x, où f (x) est  imontinues Aux bornes PT niercalle [—x, xl 
da somme de la série est égale à 


27e 


En tout point x extérieur à l'intervalle [—x, nl La somme de la 
série est égale au prolongement périodique F (x) de f (x) si F (x) 


F(z-)+F (x+) 
2 


est continue en x et à si F(x) est discontinue 


en ZT. 


*) Fourier Jean-Baptiste Joseph (1768-1830), mathématicien et physi- 
cien français. 
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4. Séries de Fourier de fonctions paires et impaires. Soit f (x) 
une fonction paire, i.e. f (x) — f (—x), définie sur l'intervalle 
[—x, x]. Ses coefficients de Fourier b, sont alors nuls. En effet, 


x 


b, = + | Î (x) sin nx dx — 


= + [ire sin 72 dx + | f(x) sin nzx dx | : 


Dans la première intégrale entre crochets faisons le changement 
de variable: z — —t. Alors dr = —dt; si z = —1n, t = x; 
siz — 0, it — 0. Comme f (x) est paire et sin x impair, on obtient 
0 0 T 

| f (a) sin nz dx — — | f(—t)sinn(—t) dt = — | f (6) sin nt dé. 
7 EL: 0 
Donc 

; 11 As 

br=—|— | ft) sin nt dé + | f(x) sin nz dx |=0 
(4) 


U 


(on rappelle que l'intégrale définie ne dépend pas du nom de la 
variable d'intégration). 
De façon analogue, en tenant compte de la parité des fonctions 
f (x) et cos x, on obtient les expressions suivantes pour les coeffi- 
cients a, : 
T 


ao ( f(x) dx, a, = Es | Î (x) cos nzx dx. (11) 
0 


TT 
0 


Supposons maintenant que f (x) est une fonction impaire, i.e. 
f (x) = —f (—z), définie sur l'intervalle [—n, x]. En reprenant 
les mêmes raisonnements, on démontre que les coefficients de 
Fourier a, sont nuls et les coefficients b,, définis par 
JT 
b, = + | f (x) sin rx dx. (12) 
0 


Donc la série de Fourier d'une fonction f (x) est une série de 
cosinus si f (x) est paire et une série de sinus si f (x) est impaire. 
Les formules (11) et (12) nous permettent d'alléger le calcul des 
coefficients de Fourier lorsque la fonction j (x) est paire ou im- 
paire. 


Exemple 1. Soit la fonction f (x) — zx. Cette fonction satisfait 
aux conditions du théorème 14.23. Elle se développe donc en 
série de Fourier. Vu qu'elle est paire, ses coefficients a, sont nuls 
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et ses coefficients b,, définis par la formule (12). On a 
T 
2 à 2 1 x 
b, = . | ssinnsdz= |] —Lzcosnzf + 


EL 
+5 (cosnzdz]=(— 14 É. 
0 


La série de Fourier de x est donc 
_9ofsinz _ sin2r , sin3z 
" ( 1 2 + 3 


SE +... + (ip et.) 


Cette égalité est vérifiée pour tout x € ]—n, nl. Aux points x — 
— +x, la somme de la série de Fourier n'est pas confondue en 


Fig. 219 


vertu du théorème 14.23 avec les valeurs de la fonction f (x) = z, 
mais vaut HER RER — 0. A l'extérieur de 


{—x, n] la somme de la série est le prolongement périodique de la 
fonction f (x) = x; son graphique est représenté sur la figure 219, a. 


Exemple 2. Considérons la fonction f (x) — z*. Cette fonction 
satisfaisant à toutes les conditions du théorème 14.23 se développe 
en série de Fourier. Comme elle est paire, ses coefficients de Fou- 
De b, = 0 et ses coefficients a, sont définis par les formules (11). 

n à 


LS I 

4 

a=+(æ#dr=À : an=+ | rcosnx dr = 
0 0 


EL d 


0 


Le 


n? * 


— £ x sin nzdz|=(—1)" 


Les] 
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Donc la série de Fourier de x° est de la forme 


9 
es 


A 


4 COS x COS2r , COS 3x 
ne 

Cette égalité est valable pour tout rE€[—x, n], puisque aux 
points æ— —+n la somme de la série est confondue avec les 
valeurs de f(x)--r*. En effet, A Pt PP = F° — 
— f(n) —f(—x). Les graphiques de la fonction /f (x) = 
et de la somme de cetle série de Fourier sont représentés sur la 
figure 219. b. 


5. Série de Fourier de période 21. 

Soit f (x) une fonction définie et satisfaisant aux conditions 
du théorème 14.23 sur un intervalle [—Z, 1] (1 > 0 est un nombre 
arbitraire). Développons-la en série de Fourier. 

Faisons le changement 
IÉ 
F3 


N 1 — 


et considérons la fonction œ(£) = f (À) = f (x). 


Il est évident que la fonction œ (Ë) est définie et satisfait aux 
conditions du théorème 14.23 sur l'intervalle [—x, x]. 

Développons la fonction y (£) en série de Fourier sur l’inter- 
valle [—x, x] 


pE)=5 + D (an cos nE+b, sin në), (13) 


n=! 


do = _ | (dE: a= + [ e@cosntat; 


bn =— ( p (E) sin në d£. 
7 


; : ; : l 
Revenons maintenant à l’ancienne variable zx : zx =— E, 


E =: ; dE=+ dz. La formule (13) devient alors 


f()= ++ 3 (a, cos + b, sin = ] , (14) 


n=æi 
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l L 
= + | f(dz; = + \f(@) cos —— dx ; 
vi - | 


l 
br = Ê F(9) sin = dx. 
=! 


La formule (14) est une série de Fourier de période 21. 


Exemple 3. Développer la fonction f (x) = | x | en une série- 
de Fourier de période 21 sur l'intervalle [—Z, 1]. 


Solution. La fonction f (x) — |x]| étant paire, on & 
l L 
2 2 zx? ||! L 4 UT nñiz = 
b;:=0; = |zdr=+. 5 “+ a = | zcos j dx — 
{ 


0 


l 
l-æsin l 
: 2 l 
"| : ss [ sin TE 4x Los EE 
l nl 0 nt à l n°?7° CS 1 


À, : (f pour nr pair, 
= —t(— 1)" —-1]= Al 
LES ——— pour 7 impair. 
n°71 P 
Donc la série de Fourier de f(x) est de la forme 
__ L ar x 1 3nz 1 OZ 
|x| D on LUS rg Das 0 7 + gs COS D HA a 
La fonction | zx | satisfait aux conditions du théorème 14.23 et: 
cette égalité est valable pour tout x € [—Z, 1], ce qui exprime que- 
la série converge sur la droite numérique tout entière et sa somme 
est la fonction dont le graphique est représenté sur la figure 220. 
Signalons que les séries de Fourier sont largement utilisées, 
aussi bien en théorie qu’en pratique. 


CHAPITRE XV 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES 


Les équations différentielles occupent une place particulière 
æn mathématiques. L'étude des phénomènes naturels les plus 
divers conduit souvent à la résolution de telles équations, car les 
lois qui régissent ces phénomènes sont décrites par des équations 
différentielles. 

Les équations différentielles sont des équations dans lesquelles 
la fonction inconnue figure par sa ou ses dérivées. Le problème 
fondamental de la théorie des équations différentielles est l'étude 
-des fonctions qui sont solutions de ces équations. 

Les équations différentielles se divisent en équations diffé- 
rentielles ordinaires dans lesquelles les fonctions inconnues dépen- 
dent d’une seule variable et en équations différentielles aux déri- 
vées partielles dans lesquelles les fonctions inconnues dépendent 
de deux ou de plusieurs variables. 

La théorie des équations différentielles aux dérivées partielles 
est plus compliquée et fait l’objet d'ouvrages plus complets ou 
d'ouvrages spéciaux. Dans ce chapitre on expose les éléments de 
théorie des équations différentielles ordinaires. Dans la suite, 
par équations différentielles on n’entendra que des équations 
différentielles ordinaires. 


$ 1. Equations différentielles 
du premier ordre 


Commençons l’étude des équations différentielles par le cas 
le plus simple, celui d’une équation du premier ordre. 


1. Définition d’une équation différentielle du premier ordre. 
Définition 1. On appelle équation différentielle du premier 
ordre une équation de la forme 


F (x, y, y’) = 0, (1) 


où x est la variable indépendante; y la fonction inconnue; y” sa 
dérivée première. 


$ 1] EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE 465 


Si l'équation (1) est résoluble par rapport à y”, elle prend ÎJa 
forme 


y —=f(x, y) (2) 


et s'appelle équation du premier ordre résolue par rapport à la 
dérivée. Etudions ces équations. 
Dans certains cas il est plus avantageux d'écrire l'équation 


(2) sous la forme Se. = f (x, y) ou sous la forme f (x, y) dx — 


— dy = 0 qui est un cas particulier de l'équation plus générale 
P (x, y) dr + Q (x, y) dy = 0, (3) 


où P (x, y) et Q (x, y) sont des fonctions connues. La représenta- 
tion symétrique (3) est intéressante par le fait que les variables 
x et y jouent le mème rôle, c’est-à-dire que chacune d'elles peut 
être traitée comme une fonction de l’autre. 

Citons des exemples d'équations différentielles de la forme (2) 
et (3): 


’ In x 
U Te. y = 7 


, Y=x+y, zdz+ydy=0. 
2. Solution d’une équation. Problème de Cauchy. 


Définition 2. On appelle solution d'une équation différentielle 
du premier ordre une fonction y — œ (x), x € la, b[ *) qui trans- 
forme cette équation en identité. 

Ainsi la fonction y — x, x E ]—oo. —+ool est solution de 
l'équation 3y — zy = 0 

La courbe représentative d'une solution s'appelle courbe 
intégrale. 

A la question de savoir sous quelles conditions l'équation (2) 
admet une solution répond le théorème de Cauchy qui est un 
théorème fondamental en théorie des équations différentielles, 
appelé théorème d'existence et d’unicité de la solution de l’équa- 
tion différentielle (2). 


Théorème 15.1 (Cauchy). Si une fonction f (x, y) et sa dérivée 
partielle f, (x, y) sont définies et continues sur un domaine G du 
plan Oxy, l'équation y — f (x, y) admet dans un voisinage de tout 
point (zo: Yo) intérieur à G une seule solution satisfaisant aux con- 
ditions 

Y — Yo POUT ZX = Zo- (4) 


Le théorème de Cauchy permet, à la forme de l'équation diffé- 
rentielle (2), de résoudre le problème d'existence et d'unicité de la 
solution de cette équation. Ceci est particulièrement important 
lorsqu'on ne sait pas à l'avance si cette équation possède une 
solution. 


*) Cet intervalle peut être fini ou infini. 
30—01561 
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Géométriquement, le théorème affirme que par chaque point 
intérieur (2z,; Yo) du domaine G il passe une seule courbe inté- 
grale. Il est évident que l’équation (2) admet une infinité de solu- 
Lions dans le domaine G. 

Les conditions (4) en vertu desquelles une solution y = ç (x) 
prend une valeur donnée y, en un point x, donné s'appellent 
conditions initiales de la solution et s'écrivent 


y kx=x0 — Uo- (5) 


La recherche de la solution de l’équation (2) qui vérifie des 
conditions initiales (5) est l’un des plus importants problèmes 
de théorie des équations différentielles. Ce problème s'appelle 
problème de Cauchy. Du point de vue géométrique, résoudre le 
problème de Cauchy c'est déterminer parmi l’ensemble infini de 
courbes intégrales celle qui passe par un point donné (x,; yo) 
du plan Ozxy. 

Les points du plan par lesquels il passe plus d’une courbe inté- 
grale ou aucune s'appellent points singuliers de l'équation. 


3. Solutions générale et particulière d’une équation. Donnons 
deux définitions fondamentales. 


Définition 3. Une fonction y — œ (x, C) dépendant de zx et 
d'une constante C s'appelle solution générale de l'équation (2) 
dans un domaine G du plan Ozxy si elle est solution de l'équation 
(2) pour toute valeur de la constante C et si, quelles que soient les 
conditions initiales (5) telles que (x,; yo) € G, il existe une seule 
valeur C, de C telle que la fonction y — œ (x, C,) satisfait aux 
conditions initiales @ (xs, Co) = ÿo- 


Définition 4. On appelle solution particulière de l'équation 
(2) dans le domaine G une solution y — œ (x, C,) déduite de la 
solution générale y — œ (x, C) en donnant à C une valeur parti- 
culière C+. 

Géométriquement, la solution générale y — ç (r, C) repré- 
sente une famille de courbes intégrales du plan Oxry, dépendant 
d'une seule constante arbitraire C ; la solution particulière y — 
= (x, Co), la courbe intégrale de cette famille, qui passe par 
le point donné (x; ÿYo)- 

Les conditions initiales (5) sont parfois appelées conditions 
de Cauchy et la solution particulière correspondante,’ solution 
d'un problème de Cauchy. 


Exemple 1. Soit l'équation y’ — 3zx*. 

C'est une équation différentielle du premier ordre. Elle satis- 
fait à toutes les conditions du théorème de Cauchy. puisque les 
fonctions f (x, y) — 31° et f, (x, y) — O sont définies et conti- 
nues sur le plan Ozxy tout entier. Il est immédiat de vérifier que 
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la fonction y — æ+C, où C est une constante arbitraire, est 
Ja solution générale de cette équation sur le plan Ozy tout entier. 

La solution générale représente une famille de paraboles cubi- 
ques. En donnant à C des valeurs différentes, on obtient des solu- 
tions différentes. Exemple: y — 2x pour C —0; y—2x —1 
pour € — —1, etc. 

Posons un problème de Cauchy, c'est-à-dire cherchons une 
solution vérifiant les conditions initiales x — x, et y — y,. En 


y 
Y=x°+ yo—X8 DZ 
x 
K 
Fig. 221 Fig. 222 


portant ces valeurs dans la solution générale y — 2° + C, on 
obtient y, = x +C, d'où C = y, — x. Donc la solution parti- 
culière cherchée est y — r° + y, — À. Géométriquement, cela 
revient à choisir parmi les paraboles cubiques y = © +C celle 
qui passe par le point (x,; ÿo) (fig. 221). 


Exemple 2. Soit l'équation y — —y/x. 
C’est une équation différentielle du premier ordre. Les fonc- 
tions f (x, y) = —y/x et f, (x, y) — —1/x étant continues pour 


x 0, cette équation satisfait aux conditions du théorème de 
Cauchy sur le plan Ozxry privé de l’axe Oy. 

Il est immédiat de vérifier que la solution générale de cette 
équation dans les domaines y > 0 et y < 0 est la fonction y — 
= C/zx, où C est une constante arbitraire. On obtient des solutions 
différentes en donnant à la constante C des valeurs différentes. 

Trouvons une solution particulière, par exemple celle qui 
satisfait les conditions initiales x, — 1, y, — 1. On a 1 — C/1. 
D'où C — 1 et la solution particulière cherchée est y — 1/x. 

La solution générale de cette équation représente une famille 
d'hyperboles y — C/x. En sc donnant les conditions initiales x, — 

= 4 et y, = 1, on obtient l’hyperbole qui passe par le point 
(14; 1) du plan Oxy (fig. 222). 

Remarquons qu'il ne passe aucune courbe intégrale par les 
points de l'axe Oy, autrement dit, ces points sont les points singu- 
liers de cette équation. 


30* 
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4. Interprétation géométrique d’une équation. Soit donnée 
une équation différentielle du premier ordre y — f (x, y) etsoit 
y -: p (x) une solution. Le graphique de cette solution est une 
courbe intégrale continue admettant une tangente en chacun de 
ses points. De cette équation il s'ensuit que le coefficient directeur 
y’ de la tangente à la courbe intégrale en chacun de ses points 
(x; y) est égal à la valeur prise en ce point par le second membre 
f(x, y) de l'équation. Donc l'équation y” = f(x, y) établit 
une relation entre les coordonnées du point (x: y) et le coefficient 
directeur y’ de la tangente à la courbe intégrale en ce point. 
Sachant x et y, on peut définir 
la direction de la tangente à cette 
courbe en (x; y). 

Associons à chaque point 
(z; y) de la courbe intégrale un 
segment orienté de coefficient 
directeur f (x, y). On obtient le 
champ de directions de l'équation 
qui donne la signification géo- 
métrique de l'équation différen- 
tielle du premier ordre. 

Ainsi l'équation y — f (x, y) 
définit sur le plan Ory un champ 
de directions et toute solution de cette équation est une courbe 
intégrale admettant en chacun de ses points une tangente 
dont Ja direction est confondue avec celle du champ en ce 
point. 

Le champ de directions d'une équation différentielle nous 
permet de construire approximativement les courbes intégrales 
de cette équation. 


Exemple 3. Soit l'équation y’ = y/x. 

La fonction f (x, y) = y/x n'étant pas définie pour x = 0, 
on peut construire le champ de directions sur le plan tout entier 
privé de l’axe Oy. 

En chaque point (x; y) (70) le coefficient directeur y” 
de la tangente à la courbe intégrale est égal à y/x et est confondu 
avec telui de la droite passant par ce point et par l'origine des 
coordonnées. Le champ de directions de cette équation est repré- 
senté sur la figure 223. Il est évident que les courbes inté- 
grales sont les droites y — Cr, où C est une constante arbi- 
traire. 

Considérons maintenant des méthodes d'intégration des équa- 
tions différentielles du premier ordre. Signalons qu'il n'existe 
pas de méthode générale d'intégration. Les équations différentiel- 
les sont réparties en types justiciables chacun d'une méthode de 
résolution. 
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5. Equations à variables séparables. 
Définition 5. On appelle équation différentielle à variables 
séparables une équation de la forme 


y = fi (2) f2 (), (6) 


où f, (x) et f: (y) sont des fonctions continues. 

Pour intégrer l'équation (6), il faut séparer les variables. À cet 
effet, remplaçons y’ par Le, divisons les deux membres de (6) 
par f. (y) (à condition que f, (y) + 0) et multiplions par dx. 


L'équation (6) devient 
_dy _ 
FA (y) Te. fi (x) dx. (7) 


Dans cette équation les variables sont séparées, c'est-à-dire qu'au 
premier membre figurent seulement des y et au second, seulement 
des x. 

En admettant que y = œ (x) est une solution et en la portant 
dans (7), on obtient une identité. L'intégration de cette identité 
nous donne 


[+= Short, où [He (raars+c) 
(8) 


où C — C, — C, est une constante arbitraire. 
La relation (8) définit implicitement la solution générale de 
l'équation (0). 


Exemple 4. Intégrer l’équation y’ = y/x (comparer avec l’exem- 
ple 3). 
Solution. Cette équation est de la forme (6), où f, (x) — 


= {/x et f, (y) — y. En séparant les variables, on obtient # — 


dz Rise , 
==——. Une intégration nous donne 


[= | Æ +in|C|, C#0%*) ou Iny|=In [z]+in [Ci]. 
D'où |y|—|C,ll|zxl|,ce qui équivaut à l'équation y — +C:x. 

En posant +C, — C, on obtient finalement la solution géné- 
rale 


y = Cx, (9) 


*) En théorie des équations différentielles le symbole de l'intégrale 
indéfinie ne désigne pas l’ensemble de toutes les primitives, mais l’une 
d'elles seulement. 

**) Pour alléger l'écriture on a désigné la constante arbitraire non pas 
par C mais par În | C, |, ce qui est possible, puisque In | C, | peut prendre 
toute valeur de l'intervalle ]J—o, [. 
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où C est une constante arbitraire non nulle. Remarquons que 
y — 0 est aussi une solution de l’équation (que nous avons perdue 
en divisant par y). On peut inclure cette solution dans (9) en 
faisant prendre la valeur 0 à la constante C. La solution générale 
(9) représente une famille de droites passant par l’origine des coor- 
données. 

Soit à déterminer la solution particulière qui satisfait aux 
conditions initiales x, = 1 et y, — 2. En substituant ces valeurs 
à x et y dans la solution générale (9), on obtient 2 — C-1, d'où 
C — 2. La solution particulière cherchée est donc y — 2x. 


6. Equations linéaires. 
Définition 6. On appelle équation différentielle linéaire du 
premier ordre une équation de la forme 


y + p(z)y =f(), (10) 


où p (x) et f (x) sont des fonctions continues. 

Ces équations sont dites linéaires parce que la fonction in- 
connue y et sa dérivée y’ y figurent linéairement, c'est-à-dire au 
premier degré. 

Si f(r2)= 0, l'équation (10) s'appelle équation linéaire sans 
second membre ou équation linéaire homogène, et si f (x) # 0, 
équation linéaire avec second membre ou équation linéaire non 
homogène ou encore équation complète. 

La solution générale de l’équation (10) peut être déterminée 
par la méthode de variation de la constante. 

Le principe de cette méthode est le suivant : on trouve d’abord 
la solution générale de l'équation linéaire sans second membre 


y + p{x)y = 0, (11) 


associée à l'équation complète (10). L’équation (11) est une 
à 


équation à variables séparables. En séparant les variables et en 
intégrant on obtient | 

d 

= pds, Inlyl=— | p(adr+inlCi, 


d'où l’on déduit la solution générale de l'équation (11) 


Hbc JS ou sc eme (12) 


où C— +C, est une constante arbitraire. 

Cherchons maintenant la solution générale de (10) sous la 
forme (12), où C est traitée non plus comme une constante mais 
comme une fonction inconnue de x (d’où le nom de la méthode), 
c'est-à-dire sous la forme 


y=C(re Jane (13) 
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Pour déterminer C (x) portons (13) dans (10). On obtient 
C'(x)e PE C(x) p(x) Jon 
+p (DC (me PP; (7) 


ou 
C'(2)=f(x) ALES (14) 


Pour que la fonction (13) soit solution de l'équation (10), il faut 
que C (x) soit solution de l’équation (14). Une intégration de (14) 
nous donne 


Ce= [fm el "Past cs 


où C, est une constante arbitraire. En portant l'expression de C (x) 
dans (13), on obtient la solution générale de l'équation linéaire 
(10) : 


y(x) = Cie” À Pt) Fc =) rs | f(x) e) RE (15) 


La formule (15) est d'un usage compliqué et plutôt que de 
s'en servir directement il vaut mieux reprendre à chaque fois les 
raisonnements qui ont permis de l’établir. 


Exemple 5. Trouver la solution générale de l'équation y + 
+ 3y — €. 

Solution. Cette équation est linéaire. Ici p (rx) — 3 et 
f (x) — e*. Intégrons tout d'abord l'équation sans second membre 


y" + 3y — 0. En séparant les variables 4 — —3 dr et en inté- 
grant, on trouve 
In|y|=—3z+Inl|C,| ou y=+Cie"s — Ces. 


Cherchons la solution générale de cette équation sous la forme 
y = C(x)je”®*. Une dérivation nous donne y’ = C'’ (x) e-* — 
— 3C (x) e"%. En portant les expressions de y et y’ dans l’équa- 
tion initiale, on obtient 

C'(x)e“—=e*, C'(x)=e" ou dE —e dz, 


d’où C(2)= + + Ca, où C, est une constante arbitraire. 


Donc la solution générale de cette équation est 


y=C(ne#=(£es+c,) ei ou y= ++ Ce. 
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7. Equations aux différentielles totales. 

Définition 7. On appelle équation aux différentielles totales 
une équation de la forme 

P (x, y)dz +Q (x, y) dy = 0, (16) 

où le premier membre est la différentielle totale d’une fonction 
F (x. y) dans un domaine G. 

Si l'équation (16) est une équation aux différentielles totales, 
on peut la mettre sous la forme 

dF (x, y) — 0, 


où F (x, y) est une fonction telle que dF (x, y) = P (x, y) dx + 

+ Q (x, y) dy. D'où il s'ensuit que la solution générale de l'équa- 

tion (16) est implicitement définie par l'équation 
F:(&;V):=C: 


où C est une constante arbitraire. En effet, si y — (x) est une 
solution de l'équation (16), alors dF (x, @ (x)) = 0, c'est-à-dire 
que F (x, q(x)) = C, et inversement, pour toute fonction y = 
= @ (x) transformant l'équation F (x, y) — C en identité, on 
obtient dF (x. p (x)) = 0, c'est-à-dire que y = œ (x) est une solu- 
tion de l'équation (16). 

Donc l'intégration de l'équation (16) revient à chercher 
une fonction F (x, y) dont la différentielle totale est égale à 
P(z y) dr +Q (x, y) dy. 

On sait (cf. théorème 13.7) qu’une condition nécessaire et suf- 
fisante pour que l'expression P (x, y) dx + Q (x, y) dy soit la 
différentielle totale d'une fonction F (x, y) est que 


=. (17) 


Supposons que la condition (17) est remplie. Il existe alors 
une fonction F(x, y) telle que dr dr+ 7 dy 
= P(x, y)dz+Q (x, y) dy. D'où ' 

Puy, QU y. (18) 
En intégrant l’expression = P(, y) par rapport à zx on 
trouve 


Fe y)= | P(x y)dz+ Cu). (19) 


où C (y) est une fonction arbitraire de y. Choisissons maintenant 
la fonction C (y) de telle sorte que soit vérifiée la deuxième rela- 
tion (18). Pour cela dérivons le second membre de (19) par rapport 
à y et égalons le résultat obtenu à Q (x, y): 


7 (J PU dx) +C'(w) = Q(, w (20) 
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Tirons €” (y) de l’équation (20) et intégrons pour trouver C (y). 
En portant la fonction C (y) dans (19), on obtient la fonction 
cherchée F (x, y). 

Si l’on veut trouver la solution particulière qui satisfait aux 
conditions initiales z = xs, y = yo, il faut substituer zx, et y, 
à æ et y dans la solution générale F (x, y) — C. On a alors C — 
= F (to, Yo) et F (x, y) = F (to, Yo) est la solution particulière 
cherchée. 


Exemple 6. Trouver la solution générale de l'équation (x + 
+ y +1) dr + (x — y° + 3) dy =: 0 et la solution particulière 
qui satisfait aux conditions initiales z, — 1, y, = 0. 

Solution. On a ici P(x, y) =xz+y<+1, Q (x, y) — 
= z — y +3. Puisque 


SUtytf) _4 L 6G—y+3) 


ôy Ôzx : 


l'expression (x + y + 1) dr + (x — y° + 3) dy est la  diffé- 
rentielle totale d'une fonction F (x, y). On a 


Fa = | P( padr+C(y= | (+y+1)à:+0C (= 
= +zy+r+C(y). (21) 
Trouvons la fonction C'(y) à l’aide de la formule (20): 


Ô & 2 
on (<-+zy+2+0C()) =z—ÿ +3; 
dc 


C= +8; = +3; dC=(—ÿ+3) dy, 
C= | (+3 dy+0= HE +ay+ cs. 
En portant l’expression de C(y) dans (21), on trouve 
Fe y)= + +ay+z— +3y+ ci. 


L'équation prend alors la forme dF (x, y) — 0 et sa solution 
générale est donnée par l'équation 


F(x, y=C, ou + ay ta + 3y+ Ci = Ce. 


En posant 6 (C2? — C;) = C; (où C; est une constante arbitraire), 
on obtient finalement l'équation qui définit implicitement la 
solution générale de l'équation différentielle initiale 


ST" + Gzy + 6x — 2y° + 18y = C.. 


Trouvons maintenant la solution particulière qui satisfait 
aux conditions initiales x, — 1 et y, — 0. En substituant ces 
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valeurs dans la solution générale on obtient 3-1 + 6-1 = C:, 
d'où C; = 9. Donc la solution particulière cherchée est 


3x? + Gxy + 6x — 2y° + 18y — 9. 


8. Intégration approchée des équations différentielles du pre- 
mier ordre par la méthode d’Euler. Nous avons envisagé plu- 
sieurs méthodes d'intégration exacte des équations différentielles 
du premier ordre. Si aucune d'elles ne conduit au résultat escom- 
pté ou si elles donnent lieu à des 
calculs inextricables, on se tourne 
vers les méthodes de résolution 
approchée des équations. Voyons 
la plus simple d’entre elles: la 
méthode d'Euler. 

L'idée de cette méthode est 
d'approcher la courbe intégrale 
cherchée qui est représentative 
d’une solution particulière par 
une ligne polygonale. 

Soit donnée l'équation diffé- 
rentielle 


y = } (x, y) 


avec les conditions initiales y |... — y, Cherchons une solution 
AE a satisfaisant à ces conditions initiales sur un intervalle 
Zos bd]. 

Partageons l'intervalle [x,, b] en nr parties égales par les 
points T1 LT LT... Zn = b. Posons x, — TZ, = Ts — 
— T1 =... = LTn — In —= Az. Désignons par y, les valeurs 
approchées de la solution cherchée aux points x; (i = 1, 2, ... 
..., A). Menons par les points de subdivision zx; des droites pa- 
rallèles à Oy (fig. 224) et effectuons successivement les opérations 
suivantes. : 

Portons les valeurs x, et y, dans le second membre de l'équa- 
tion y —f(x, y) et calculons le coefficient directeur y’ = 
= f (Tor Yo) de la tangente à la courbe intégrale au point (x, ; y). 
Pour trouver la valeur approchée y, de la solution cherchée rem- 
plaçons sur l'intervalle {x,, x;] la courbe intégrale par un seg- 
ment de sa tangente au point (x,; yo). On obtient 


Yi — Yo = Ê (Los Yo) (E1 — To): 
d'où, puisque z,, z, et y, sont connus, 
Yi = Yo + Î (Los Yo) (1 — Lo) OÙ Yi = Yo + f (&os Yo) AZ. 


. En portant les valeurs x, et y, dans le second membre de l’équa- 
tion y —= f (x, y) on trouve le coefficient directeur y’ = f (x, y) 
de la tangente à la courbe intégrale au point (x; ; y,). En rempla- 
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çant sur l'intervalle [x,, z.] la courbe intégrale par un segment 
de sa tangente, on obtient la valeur approchée y, au point z.: 


Ye = Yi + (Ars Yi) (fe — M) OÙ Ya = Yi + Ÿ (As Yi) Az. 
Dans cette équation y. est exprimé en fonction de z;, y, et Z: 
qui sont connus. 

En poursuivant cette procédure on trouve 


Ya = Ya + Î (Lars Ye) AT, +. ., Yn = Yn + Ÿ (En-1r Yn1) AT. 


Nous avons ainsi construit approximativement la courbe inté- 
grale cherchée sous forme d'une ligne polygonale et avons trouvé 
les valeurs approchées y; aux points x; à l’aide de la formule 


LE = Vi1 + f (Zi Yi) Az (ë —. 1, 2; ._. n). (22) 


La formule (22) est la principale formule de calcul de la méthode 
d'Euler. Sa précision est d'autant plus élevée que la différence 
Az est petite. 

La méthode d Euler n’est pas d'une précision très élevée. Il 
existe de bien meilleures méthodes d intégration approchée des 
équations différentielles. 


Exemple 7. Trouver une solution approchée de l'équation y — 
— y + x sur l'intervalle [0, 1] satisfaisant aux conditions ini- 
tiales x, = 0, y, = 1 et calculer y pour z — 1. 

Solution. Partageons l'intervalle (0, 1] en 10 parties 
égales à l’aide des points x, = 0, x, — 0,1, x, — 0,2, ..., x, — 
= 1. Désignons par y,, ya, . . ., Y109 les valeurs approchées de la 
solution que nous cherchons à l’aide de Ja formule (22). On a 


Y = 1 +4 +0)-0,1 = 1,1; ye = 1,1 + (1,1 +0,1)-0,1 —1,22. 


On trouve de façon analogue les autres valeurs y,;. Consignons les 
résultats dans le tableau suivant: 


29=0 | y=i 0,1 ze =0,6 | ye—1.9431 |  0,2543 
z,=0,1 | yi=1,1 n,42 z,=0,7 | y:—2,1974 |  0,2897 
220,2 | ys—1,22 0,142 za=0,8| ye—2,4871 | 0,3287 
À 
0 


1 (x, y) Ax 


x | y | 1 (x, y) Ax 


Za=0,3 Ya = 1,36 662 Te —= 9 Yo = 2,8158 0,3715 
z=0,4 | y—1,5282 | 01928 |z—1" | is — 31873 
2z5=0,9 | y, =1,7210 0,2221 


La deuxième colonne contient les valeurs approchées y; satis- 
faisant aux conditions initiales données sur [0, 1]. 
La valeur approchée de la solution pour x = Î est y, = 


= 3,1873. 
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Pour avoir une idée de la précision de ces calculs intégrons 
cette équation pour les mêmes conditions initiales. Utilisons la 
méthode de variation de la constante puisque cette équation est 
linéaire. Cherchons la solution générale de l’équation sans second 
membre associée 


d d 
a —Ÿ = d2, Infyl=y+lniC|, y=Ce. 


Faisons varier la constante: y — C(x)e*, y" = C'(x) e + 
+ C(x) &. En portant dans l'équation, on obtient: C” (x) e* + 
+C(r*=C(re +z, C'(x) =", C(x) = —ze" — 
— e"* + Ci. Donc 

= Cje* —r—î1 


est la solution générale. En portant x, — 0, y, = 1 dans cette 
solution, on trouve C, — 2. Ainsi la solution exacte qui satisfait 
aux conditions er données est y — 26% — x — 1. Pour 
z=1,y(l) =2(e — 1) & 3,4366. En comparant avec la valeur 
approchée on voit que l'erreur absolue est 0,2293. 


9. Quelques applications des équations différentielles du pre- 
mier ordre. De nombreux problèmes de physique conduisent 
aux équations différentielles du premier ordre. La principale 
difficulté est la mise en équations de ces problèmes, difficulté 
accrue par l'absence de toute 
méthode universelle. Chaque pro- 
blème nécessite une approche in- 
dividuelle impliquant une pro- 
fonde compréhension des lois de 
la physique et une maîtrise de 
l’art de transcrire les problèmes 
de physique dans le langage des 
mathématiques. 

Voyons quelques problèmes. 


Problème du projecteur. Cons- 
truire un miroir ayant la forme 
d'une surface de révolution reflétant les rayons issus d’une source 
placée en un point © de l'axe de rotation dans une direction pa- 
rallèle à cet axe. 

Pour résoudre ce problème considérons une section’ de ce mi- 
roir par un plan passant par l’axe de rotation. Plaçons la source 
de lumière en l'origine des coordonnées et supposons que l’axe 
de rotation est l’axe Ox (fig. 225). Désignons par « l'angle de 
l'axe Ox et de la tangente AS en un point arbitraire M (x: y) 
de la section. On se propose de déterminer la forme de cette sec- 
tion, c’est-à-dire d'établir une relation entre yet x. Le chemin OMT 
est le chemin d’un rayon issu de © et reflété parallèlement à l’axe 
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Oz. Traçons la normale MAN et abaissons la perpendiculaire MP sur 
TMS LS 
Oz. Puisque AMO — TMS (l'angle d'incidence est égal à l'angle 
MN MS CS 
de réflexion), on a OMN — NMT — ON. Donc le triangle 


MS 
NOM est isocèle et OM = ON. D'autre part. PMN = «& par 
construction. En se servant des égalités OV — PN — PO, PN — 


— ytga, PO = x, ON = OM = Vr* + y, on obtient la 
relation 

ON =ytgatr=Vr+y. 
dy 
dz 
t l'équation différentielle du premier ordre 

d 
z+ y= Vr+y. 


Transformons cette équation de la manière suivante. Muitiplions 
ses deux membres par 2dzx: 


2x dr + 2ydy=2 Vzr2+y? dr ou d(x?+y)—2 Vr+y dr. 


La substitution : — z2*° + y* nous conduit à l'équation à variables 
séparables 


dz--2 Vzdr 


Puisque — tg a, la relation que l’on cherche à établir entre 


yetzres 


y 


ou 
z-%2dz=2dxr, d'où Vz=z+cC- 
Comme : = x° + y*, il vient 


Va +y=2z+ C. 
En élevant les deux membres au 
carré, on trouve Fig. 226 
y” =:.20 (z + C/2). 
Donc la courbe cherchée est une parabole de paramètre p = C 
dont le sommet est situé sur l’axe Ox et a pour abscisse —C/2 


(fig. 226). Donc la surface de révolution cherchée est un paraboloïde 
de révolution. 


—C/2 O_C7/2 x 


Désintégration radio-active. On a établi empiriquement que 
la vitesse de désintégration d'une matière radio-active, c’est-à- 
dire la vitesse de variation de sa masse en fonction du temps, 
était directement proportionnelle à sa quantité. Etablissons la 
loi de variation d’une masse m de matière radio-active en fonc- 
tion du temps ? sachant que m = m, pour { = 0. 

Supposons que la masse de matière est m à l'instant t et 
m — Am à l'instant t + Af. La quantité Am se désintègre en un 
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temps Aë. Le rapport = est la vitesse moyenne de désintégration 
durant At, et lim + = , la vitesse instantanée de désinté- 
At—0 
gration à l'instant t. Par hypothèse, 
dm 


où k est le coefficient de proportionnalité (le signe « — » indique 
que la masse diminue avec le temps et la dérivée d’une fonction 
strictement décroissante est strictement négative). On a obtenu 
une équation différentielle du premier ordre dont l'intégration 
nous donnera une relation entre m et t. 


On a 
= —kdt, Inm=—Kkt+lnc, 


d’où 
m = Cerñt. (24) 


La formule (24) exprime la masse de matière en fonction du 
temps. Dans ce problème la constante C a une valeur bien définie, 
plus exactement, pour t — 0, on obtient m, — Ce° — C. En por- 
tant cette valeur de C dans la formule (24), on obtient la loi de 
variation de la masse de matière radio-active en fonction du 
temps : 

m = moe *!. (25) 


La formule (24) nous donne la solution générale de l'équation 
différentielle de la désintégration radio-active, la formule (25), 
la solution particulière satisfaisant aux conditions initiales don- 
nées. 

Le coefficient À se détermine expérimentalement. Pour le 
radium, par exemple, k = 0,000447. L'intervalle de temps durant 
lequel la quantité initiale de matière radio-active diminue de 
moitié s'appelle période de désintégration de cette matière. En 
remplaçant dans (25) m par m,/2 et k par sa valeur 0,000447, on 
obtient une équation pour la détermination de la période de désin- 
tégration 7 du radium: 


= mge- 00006477, —0,0004477 = — ]n 2, 
d'où 
T = — : T = 1550 années. 


Loi de croissance normale. La loi de croissance normale est 
une loi en vertu de laquelle la vitesse de croissance de la matière 
est directement proportionnelle à sa quantité. Trouvons la for- 
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mule qui donne la variation de la quantité de matière y en fonc- 
tion du temps { sachant que y = y, à l'instant { — 0. 

La variable indépendante est ici le temps t et l’inconnue, la 
quantité de matière à tout instant. La vitesse de croissance est la 
vitesse de variation de y en fonction de t. 

En utilisant comme plus haut la signification physique de la 
dérivée on peut mettre la loi de croissance normale sous la forme 


HE = ky, (26) 


où À >> 0 est le coefficient de proportionnalité. L’équation (26)} 
diffère seulement par son signe de l’équation (23) qui décrit de 
nombreux processus de reproduction. 

La solution de l'équation (26) qui satisfait aux conditions 
initiales £ — 0, y — y, est 


YU = Yo “ (27} 


La formule (27) traduit précisément la loi de croissance normale. 
Cette loi régit par exemple la multiplication des neutrons dans 
un réacteur nucléaire, la reproduction des bactéries, la croissance 
des cristaux, etc. 


$ 2. Equations différentielles 
du second ordre 


1. Notions fondamentales. 
Définition. On appelle équation différentielle du second ordre 
une équation de la forme 


F (x, y, ds y") = 0, 


où zest la variable indépendante; y la fonction inconnue; y’ 
et y”, ses dérivées. 

On étudie généralement les équations qui peuvent être rame- 
nées à la forme résolue par rapport à la dérivée seconde: 


y" —= f(x, y, y‘). (1} 


Comme dans le cas d’une équation différentielle du premier 
ordre, on appelle solution de l'équation (1) une fonction 
y = (x), x € Ja, b[, qui transforme (1) en identité. Le graphique 
d'une solution s'appelle aussi courbe intégrale. 

Les équations du second vordre sont justiciables aussi d'un 
théorème d'existence et d'unicité de la solution (théorème de 
Cauchy) identique au théorème correspondant pour les équations 
du premier ordre. 


Théorème 15.2 (Cauchy). Si une fonction f (x, y, y’) et ses 
dérivées partielles f}, (x, y, y') et f;; (x, y, y‘) sont définies et con- 
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tinues dans un domaine G de l'espace (x; y; y’), alors quel que soit 
le point intérieur (x,; Yo; y) du domaine G, l'équation différen- 
tielle y” = f (x, y, y) admet dans un voisinage du point x, ure 
seule solution satisfaisant aux conditions 


Y = Yo Ÿ —=Y, POUT ZT = Lo. (2) 


Géométriquement cela signifie que par le point (x,; y,) du plan 
il passe une seule courbe intégrale dont la tangente en ce point 
a un coefficient directeur y, donné. 

Les conditions (2) s'appellent conditions initiales et sont sou- 
vent notées sous la forme 


ÿ |x=xo = Yor Y° Ix=xo — Yo- (3) 


Comme pour l'équation du premier ordre, le problème de 
Cauchy est le problème qui consiste à trouver une solution véri- 
fiant des conditions initiales données. 

Définissons maintenant la solution générale et la solution 
particulière qui vérifie des conditions initiales données. 

On dit qu'une fonction y = (x, C1, C:) dépendant de x 
et de deux constantes arbitraires C; et C, est la solution générale 
de l’équation (1) dans un domaine G si elle est solution de l’équa- 
tion (1) pour toutes valeurs des constantes C, et C, et si pour 
toutes conditions initiales (3) il existe des valeurs uniques C: 
et C! de C; et C,; pour lesquelles la fonction y = (x, C?, C\) 
vérifie les conditions initiales (3). 

Toute fonction y = q (x, CŸ, C°) déduite de la solution géné- 
rale y — (x, C1, C.) de l’équation (1) en donnant des valeurs 
particulières C? et C° aux constantes C, et C, s'appelle solution 
particulière. 

Soit par exemple l’équation y” — 2. Cette équation est du 
second ordre. Les fonctions f(x, y, y’) = 2, f,, (x, y, y‘) = 0 
et f(x, y, y’) = 0 étant continues et définies sur l'espace 
(x; y; y’) tout entier, cette équation satisfait aux conditions du 
théorème de Cauchy sur l’espace tout entier. 

La solution générale de cette équation s'obtient par une double 
intégration. La première intégration nous donne la dérivée pre- 
mière y’ — 2x + C,, la deuxième intégration, la solution générale 


y = + Cit + Co, 


où C; et C, sont des constantes arbitraires. La solution générale 
représente une famille de paraboles et comme cette solution dé- 
pend de deux constantes arbitraires, par chaque point du plan il 
passe une infinité de paraboles présentant des tangentes distinctes 
en ce point. Donc pour particulariser une parabole de cette famille 
il faut en plus du point (x,; y.) par lequel passe cette parabole se 
donner le coefficient directeur y, de la tangente à la parabole en 
ce point. 
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Trouvons par exemple la solution particulière de cette équa- 
tion qui vérifie les conditions initiales y [es = Î, y |x=1 — 
En portant ces valeurs dans l'expression de la solution générale 
y = 2 + Cix + C, et dans sa dérivée y — 2x + C;, on obtient 
le système d'équations suivant en C, et C.: 


1=2+0C,, 


d'où C;, = —1 et C,;, = 1. Donc la solution particulière cherchée 
est 


y=x —z+i 


et son graphique est une parabole passant par le point (4; 1) et 
admettant en ce point une tangente de coefficient directeur 1. 


2. Abaïissement de l’ordre des équations du second ordre. Con- 
sidérons trois cas particuliers où l'intégration de l'équation (1) 
se ramène à celle d'une équation du premier ordre par un change- 
ment de variables. Cette transformation de l'équation (1) s'appelle 
abaissement de l'ordre. 


1) Equation de la forme y” = f (x). L’équation ne contient 
ni y, niy. Posons z (x) = y’. Alors =’ (x) = y” et l'équation don- 
née se transforme en une équation du premier ordre =’ (x) = f (x). 
Son intégration nous donne = (x) — | f@) dr + C,. Comme 


z (z) = y’, il vient y’ — (5 dr + C;. D'où 


= \ [ | f(x) dr | dr+C;x+C:, 
où C, et C, sont des constantes arbitraires. 


Exemple 1. Trouver la solution générale de l'équation y” = x. 
Solution. En posant z (x) = y’, on obtient l'équation du 
premier ordre =" (x) — zx. Une intégration nous donne = (x) — 


rt Ci. En remplaçant : (x) par y’ et en intégrant on obtient 
la solution générale cherchée : 


y= | [E+ Ci dr+C= + Cir+ Ci. 


2) Equation de la forme y” = f (x, y’). L'’équation ne con- 
tient pas y. Posons comme précédemment z(x) = y’; alors 
z (x) = y” et l'équation se transforme en l'équation du premier 
ordre z — f(x, z). En intégrant on trouve : (x) = ç (x, C;). 
31—01561 


482 ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES (CH. XV 


Comme : (x) = y’, il vient y — œ@(x, C;). D'où 
L | pr, Cdr+C, 
où C, et C, sont des constantes arbitraires. 

Exemple 2. Trouver la solution générale de l'équation 
A —< y =2. 

Solution. En posant z(x)=—y,on obtient l'équation liné- 
aire du premier ordre 2° Lez. Son intégration nous donne 
z(x)=C—x2. Alors y =C,1— 1x1? et la solution générale est 
y=C, 5 +. 

3) Equation de la forme : CA — f (y, y'). L'équation ne con- 


tient pas r. Posons y” — z (y). Alors 
» dy’) = dy _ _ dy _ dz 


En portant les expressions de y” et y” dans l’équation, on obtient 
une équation du premier ordre en = (y): 


:T = f (y, 2). 


Son intégration nous donne z—œ(y, C,). Comme z = Ÿ nt 


1 


vient —— E = PUY; C,). D'où = dr. On a obtenu une 
, 1 
station à variables séparées dont la solution générale est 


dy 
p(y, Ci) Di. 


où C,; et C, sont des constantes arbitraires. 


de 3. Trouver la solution générale de l’équation yy" — 
— 2y"* = 0. 
Solution. Posons y =—=2{(y). Alors y + et zy — 
—2z—(. On reconnaît ici une équation du premier ddr 
= 9 
à variables séparables. En la ramenant à la forme = 


y 
et en intégrant on obtient In |z|— de [yl<+in|C,|, d'où 


z = Ciy°. Comme 2%, on trouve 7 == C,dzx et la solution 


générale est 
1 


1 — —— 
re GT+C Où = FT: 


En simplifiant par z on a perdu la solution : = y" = 0, c'est- 
à-dire la solution y = C = const. Dans le cas envisagé cette solu- 
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tion figure dans la solution générale, puisqu'on l'obtient pour 
C, = 0 (la solution y — 0 est exclue). 


3. Equations différentielles d’ordre supérieur. Bornons-nous 
aux définitions fondamentales et aux remarques générales. 
Une équation différentielle d'ordre nr est de la forme 


FEV, V3 09 = 0 


ou, si elle est résolue par rapport à la dérivée supérieure, 
y = fa y y... y). (4) 


Comme pour les équations du premier et du second ordre, on 
appelle solution de l'équation (4) une fonction y — y (x), 
zx € Ja. bl qui transforme cette équation en identité. 

Le théorème d'existence et d'unicité de la solution de l’équa- 
tion (4) est identique aux théorèmes correspondants énoncés pour 
n — 1 et n = 2. 

La solution générale de l'équation (4) dépend de x et de n 
constantes arbitraires et peut être mise sous la forme 


D Cr Cie C5): 


Les solutions qui se déduisent de la solution générale pour des 
valeurs particulières des constantes C,, C:, .... C, s'appellent 
solutions particulières de l'équation (4). Pour obtenir une solu- 
tion particulière à partir de la solution générale, il faut se donner 
les conditions initiales 


y |x=x0 — Yon y' lx=x0 - Yo: y” [x=xo — Yo» Fe YO | xmxg = Yo 
(9) 
La recherche de la solution de l’équation (4) qui vérifie les 


conditions initiales (5) s appelle problème de Cauchy pour cette 
équation. 


Un exemple élémentaire d'équation de la forme (4) est fourni 
par une équation dont le second membre dépend uniquement de x, 
c'est-à-dire par une équation de la forme 


y = f (à). (6) 


Cette équation s'intègre sans peine. En effet, en intégrant n fois 
de suite, on obtient 


yen = | f(x dr+ Ci, 


yin—2) — | [( Ï (x) dr + Ci] dr+C,= | az | f(x) de-+ Cr +0, 


n=1 rl 
y — jaz (az …. |) de + Cr + Ca + Fe + Cns (7) 
31* 
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où Cy, Cas - - ., Ch sont des constantes arbitraires. La fonction 
(7) est précisément la solution générale de l'équation (6). 


Exemple 4. Trouver la solution générale de l'équation du troi- 
sième ordre y’ = e* et la solution particulière qui vérifie les con- 
ditions initiales: y |x20 — 0. y’ |xzo = 0, y” lx=o = 1. 

Solution. Une double intégration nous donne :y”=e‘+C;, 
y —=e+C;r+C,. En intégrant encore on obtient la solution 


2 
générale y—e*+C, + Cor +Cs, où C,, C: et C; sont des cons- 


tantes arbitraires. 

En portant les conditions initiales dans les expressions de y, 
y’ et y”, on obtient O0 — 1 + C;, 0 = 1 + C,. 1 = 1 + C;, d'où 
C, = 0, C; = C3 = —1. Donc la solution particulière demandée 
est y —e* — x — 1. 


$ 3. Equations différentielles linéaires 
du second ordre 


En théorie des équations différentielles, les équations diffé- 
rentielles linéaires du second ordre occupent une place privilégiée 
non seulement parce qu'elles constituent un type d'équations 
simple et bien étudié, mais encore parce qu'elles décrivent de 
nombreuses lois en physique, mécanique et particulièrement en 
électrotechnique. 


1. Notions fondamentales. 
Définition. On appelle équation différentielle linéaire du second 
ordre une équation de la forme 


y" + p{x)y +g(x)y =f(x), (1) 


où y est la fonction inconnue, p (x), q (x) et f (x) des fonctions 
continues sur un intervalle Ja, bl. 

Si f (x}= 0, l'équation (1) s'appelle équation linéaire homogène, 
ou sans second membre; si f (x) = 0, équation linéaire avec second 
membre, ou non homogène, ou complète. 

En résolvant l'équation (1) par rapport à y”, on obtient y” — 
— —p(z)y —q{z) y + f (x). On voit que cette équation est un 
cas particulier de l'équation y” = f (x, y, y’) et qu'elle vérifie 
les conditions du théorème d'existence et d'unicité de la solution. 
En effet, la fonction f (x, y, y‘) = —p(x)y —q(x) y + f (x) 
est continue par rapport aux variables x, y et y” (elle dépend liné- 
airement de yet y et les fonctions p (x), g (x) et f (x)sont continues 
par hypothèse) et ses dérivées partielles f;, (x, y, y’) = —qQ (x) 
et fy (x, y, y) = —p(x) aussi (p (x) et q (x) ne dépendent pas 
de y et y’ et sont continues par rapport à z par hypothèse). Donc, 
quelles que soient les conditions initiales y [xx = Yo; Y! |xzxe = 
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= y,, où x, € la, bl, l'équation (1) admet une seule solution qui 
les vérifie. 

Commençons l’étude des équations différentielles linéaires 
par les équations homogènes. 


2. Equations différentielles linéaires sans second membre du 
second ordre. Considérons certaines propriétés des solutions des 
équations différentielles linéaires sans second membre. 


Théorème 15.3. Si des fonctions y, (x) et y, (x) sont solutions de 
l'équation 


y" + p(x)y +aq(z)y = 0, (2) 


il en est de mème de la fonction y — Ciy, (x) + C:y, (x) quelles 
que soient les constantes C; et C. 

Démonstration. En dérivant deux fois la fonction 
y = Ciyi (x) + Cay (x) et en portant les expressions de y, y” 
et y” dans le premier membre de l'équation (2), on obtient 


Cau, (x) + Coys (à) + p (2) (Ciys (2) + Caÿs (x)) + 
+ q (x) (Ciga (x) + Core (2) = QG [y; (x) + p (x) UM (x) + 
+ q (x) y (2)] + Ca lys (x) + p (à) y, (2) + q (x) ye (I. 


Les fonctions y, (x) et y. (x) étant par hypothèse solutions de l’équa- 
tion (2), les crochets sont identiquement nuls, ce qui exprime 
que la fonction y — Ciy (x) + C:y, (x) est solution de l’équa- 
tion (2). M 


Ainsi toute fonction de la forme y — Ciy, (x) — Coy: (x), où 
C, et C, sont des constantes arbitraires, est solution de l'équation 
(2). On peut se demander naturellement si cette solution n'est 
pas la solution générale de l'équation (2). Il s'avère que c'est le 
cas mais sous certaines conditions. Pour les établir introduisons 
la notion de dépendance linéaire et d’indépendance linéaire des 
fonctions y, (x) et y: (x). 

On dit que des fonctions y, (x) et y, (x) sont linéairement dé- 
pendantes sur la, bl s'il existe des constantes «, et «. non toutes 
deux nulles telles que pour tout x € Ja, bl 


ŒY1 (Z) + Goya (x) = 0. (3) 


Il est évident que si les fonctions y, (x) et y, (x) sont linéaire- 
ment dépendantes, elles sont proportionnelles. En effet. si 
Œiÿa (T) + Ge (x) = 0 et de plus «, 0 et y, (x) 0. alors 
TE) HE = = — const. La réciproque est vraie. 

On dit que des fonctions y, (x) et y, (x) sont linéairement indé- 
pendantes sur Ja, b[ si la relation (3) entraîne &«, = &«, = 0 
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Il est évident que si des fonctions y, (x) et y, (x) sont linéaire- 
ment indépendantes, leur rapport UT const, c'est-à-dire 
qu’elles ne sont pas proportionnelles. Ainsi, par exemple, les 
fonctions y, (rx) — x* et y, (x) — 2° sont linéairement indépen- 

Yi (x) __ 1 
TE Er = const, 
et les fonctions y, (x) — 41° et y, (x) — x° sont linéairement dé- 
HO _ 4 — const. 
Ye (x) 

Supposons maintenant que des fonctions y, (x) et y, (x) sont 
solutions de l'équation (2). La réponse à la question de savoir si 
elles sont linéairement dépendantes ou indépendantes nous est 
fournie par le déterminant de Wronski *), ou wronskien 


dantes sur tout intervalle Ja, bl, puisque 


pendantes sur tout intervalle, puisque 


Yi Y2 
Ur Ya 
Le wronskien est une fonction définie sur la, bl qui est désignée 
par W (y;, y.) ou simplement par W (x). 


= Yiÿe — Yoÿie (4) 


Théorème 15.4. Si des fonctions y, (x) et y, (x) sont linéairement 
dépendantes sur un intervalle ja, bl, leur wronskien est nul sur cet 
intervalle. 

Démonstration. Les fonctions y, (x) et y, (x) étant 
linéairement dépendantes, il existe par définition des nombres &, 
et «. non tous deux nuls tels que soit réalisée (3). Supposons pour 
fixer les idées que x, = 0. De l'égalité (3) on déduit 


n@= Ent), ne — Su (o- 


En portant ces expressions de y, (x) et y, (x) dans le wronskien on 
obtient 


Go 
re CL 
ee oi EE IE 0. = 
V1 Vs Dee Y. y, 
À) " L 


. Théorème 15.5. Si des solutions y, (x) et y, (x) de l'équation (2) 
sont linéairement indépendantes sur a, b{, leur wronskien est non 
nul sur cet intervalle. 

Démonstration. Supposons par absurde qu'il existe 
un point x, € la, b{ en lequel W (x,) — 0. Formons le système 


*) Wronski Joseph (1775-1853), mathématicien polonais. 
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d'équations 
GaY1 (To) + Lo (To) = 0, (5) 
&iY1 (Lo) + Gays (Lo) = 0, 
dans lequel &, et &., sont des inconnues. Le déterminant W (x,) 
de ce système étant nul, celui-ci admet (chap. X, $ 3, cas 2) une 
solution non nulle (c'est-à-dire que l'un au moins des nombres a; 
et «, est non nul). Considérons la fonction 


y (x) = @iÿi (x) + Gas (à), 


où &,, &«, est une solution non triviale du système (3). 

D'après le théorème 15.3, cette fonction est solution de l’équa- 
tion (2). De plus, puisque &;, &, est une solution du système (5), 
la fonction y (x) satisfait aux conditions initiales nulles 


y [x=xo = 0, ÿ' |x=xo = (0. (6) 


Ces conditions initiales sont de toute évidence vérifiées par la 
solution y (x) — 0. D'après le théorème d'existence et d unicité, 
la solution y (x) — 0 est l'unique solution de l'équation (2) satis- 
faisant aux conditions (6). Donc a;y, (x) + &2y2 (x) = 0 sur 
l'intervalle Ja. bf[. ce qui exprime que les fonctions y, (x) et 
y (x) sont linéairement dépendantes sur Ja, b[. Or ceci contredit 
le théorème. Donc W(r) 0 pour tout x € la. bl. 


On a ainsi établi que si des fonctions y, (x) et y. (x) sont solu- 
tions d'une équation linéaire sans second membre (2) sur Ja, b, 
alors leur wronskien est nul sur Ja, b[ si elles sont linéairement 
dépendantes, et non nul si elles sont linéairement indépendantes. 

Voyons maintenant sous quelles conditions la fonction y = 
= Ciyi (x) + Cy: (x) est solution générale de l'équation (2). 


Théorème 15.6. Si des fonctions y, (x) et y, (x) linéairement 
indépendantes sur Ja, b{ sont solutions de l'équation (2), la fonction 


y = Cig (x) + Coÿs (2), (7) 


où C; et C, sont des constantes arbitraires, est la solution générale 
de l'équation (2). 

Démonstration. Rappelons qu’en vertu du théorè- 
me 15.3 la fonction y = C;y, (x) + C:y2 (x) est solution de l’équa- 
tion (2) quelles que soient les constantes C, et C:. Pour prouver 
qu'elle est solution générale, il suffit de montrer qu’on peut en 
déduire toute solution particulière satisfaisant à des conditions 
initiales quelconques. 

Soit x, € la, bl et soient 


Y [xexo = Yo Y° lx=xo = Yo (8) 
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des conditions initiales arbitraires. Montrons que les constantes 
C\ et C, peuvent être choisies de telle sorte que la solution (7) 
correspondante soit la solution particulière qui vérifie les con- 
ditions initiales (8). 

Formons le système d'équations 


Yo = Ciÿs (Lo) + Coys (Xo); 


Yo = Cia (To) + Coÿe (to), @) 
où C, et C, sont des inconnues. Le déterminant de ce système est 
le wronskien W (x,). Ce wronskien est 0 puisque les fonctions 
Y, (x) et y. (x) sont linéairement indépendantes sur Ja, b[. Donc 
le système (9) admet une solution unique que nous désignerons par 
C, = C}, C, = C5. En portant C? et C° dans (1). on obtient la so- 
lution particulière de l'équation (2) qui satisfait aux conditions 
initiales (8), à savoir y — Cfya (x) + Ciy, (x). Ce qui exprime 
que la solution (7) est la solution générale de l'équation (2). 


D'après le théorème prouvé, pour trouver la solution générale 
de l'équation (2), il suffit de connaître deux solutions particulières 
linéairement indépendantes et de former l'expression (7) avec 
des constantes arbitraires C, et C2. 


Exemple 1. Trouver la solution générale de l'équation 
y" —y =0. 

Solution. Il est immédiat de remarquer que y, (x) = & 
et y, (rx) = e”* sont des solutions particulières. Le wronskien 
x ex 


W (x)= 


et —6"* 


étant différent de Ü, ces solutions sont linéairement indépendantes 
sur la droite numérique tout entière. Donc la solution générale 
est y = Cje* + Ce*. où C, et C, sont des constantes arbitraires. 

Montrons en conclusion comment on peut trouver la solution 
générale de l'équation (2) si l’on connaît une seule solution parti- 
culière. 

Soit y, (zx) une solution particulière de l'équation (2). Posons 
y = ÿY15. Alors y = y: + ysz', y = yis+2y;5 + yis. En 
portant les expressions de y, y’ et y” dans l'équation (2)-et en ré- 
duisant les termes semblables, on obtient 


[y; + px) y} + g (x) ylz + 2° [2yi + p (x) il + y:5” = 0. 


Comme y, (x) est solution de l'équation (2), les premiers crochets 
sont nuls et l'équation prend la forme 


2 [2yi + p (x) yl + yz° = 0. 
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On peut abaisser l’ordre de cette équation en posant 2” = u (x), 
où u (x) est la nouvelle fonction à déterminer 

u [2y;, + p (x) y1l + u'y = 0. 
On reconnaît ici une équation du premier ordre en u à variables 
séparables. Son intégration nous donne 
du _ _o | % [pod Inlul=—2n|y|— 


u Ya : 


_ | p(z)dz+ln]C 


; 
+ s. = [rixax ou ur 6e" )Ptdx 
on Un 
où C, est une constante arbitraire. En retournant à la variable z 
et en multipliant l'expression de = par y,, on obtient la solution 


générale de l'équation (2): 
1. |; 
y= Cire Es + dx + Cor 


où C, et C, sont des constantes arbitraires. 

On laisse au lecteur le soin de trouver à titre d'exemple la 
solution générale de l'équation y” — y — O (cf. exemple 1) en 
admettant que l’une des solutions particulières est connue. 


3. Equations différentielles linéaires du second ordre avec 
second membre. Considérons maintenant les propriétés fonda- 
mentales des solutions de l'équation différentielle linéaire (1) 


y" +p(z)y +a(x)y = f(x). 
On a le théorème suivant. 


Théorème 15.7. La solution générale de l'équation (1) est La 
somme d'une solution particulière de (1) et de La solution générale 
de l'équation sans second membre associée. 


Démonstration. Soient y (x) une solution particulière 
de l'équation (1), Ÿ (x) = Ciy1 (x) + C;y, (x). la solution géné- 
rale de l'équation sans second membre associée (2), où C; et C, 
sont des constantes arbitraires. Montrons que la fonction 


y =y(x) +Y(x) (10) 
est solution de l'équation (1). On a y’ — y’ (x) + Y” (x). y” = 
_ y” (x) + Y'” (x) et en portant dans (1): 

y" (2) + Y" (a) + p () 9 () + Y' @) + 


+ q (x) [y (x) + Y (x) = 
= [Y'(2) + pY' (x) +) }Y (xl + 


+ [y° () + p (&) y (@) + 9 (2) ÿ = 0 + f (x) = j (x). 
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La fonction y — y (x) + Y (x) est bien une solution de (1). 
Montrons maintenant qu'elle est la solution générale de (1). 
Prenons à cet effet une solution y quelconque de (1) et considé- 


rons la différence y — y (x). Cette différence est solution de l’équa- 
tion sans second membre (2). En effet, 


D — y GI" + p y — 9 QT +o y == 
= {y + po y + qe) vl — y" @) + p (y) + 9 y = 
= f (2) — f(x) = 0. 


Ce qui exprime que la différence y — y (x) peut être mise sous la 
forme 


y —y(x) = Ciyi (x) + Côys (x), d'où y = y (x) + 
+ Cyr (x) + Ciya (x), 


où CT et C; sont des valeurs bien définies des constantes C, et C.. 

Ainsi toute solution y de l'équation (1) se déduit de la formule (10) 
par un choix convenable des constantes C, et C,, ce qui exprime 
que la fonction (10) est la solution générale de l'équation (1). Æ 


Donc pour trouver la solution générale d'une équation diffé- 
rentielle linéaire avec second membre il faut trouver la solution 
générale de l'équation sans second membre associée et une solu- 
tion particulière de l'équation avec second membre. La détermi- 
nation d'une solution particulière est un problème ardu dans le 
cas général. Montrons comment on peut trouver une solution 
particulière d'une équation avec second membre par la méthode 
de variation des constantes si l’on connaît la solution générale 
de l'équation sans second membre associée. 

Soit Y = Ciy, (x) + Coya (x) la solution générale de l'équa- 
tion sans second membre (2). Cherchons une > solution particulière 
de (1) sous la forme 


y = Ci (x) y (x) + Co (x) ys (x), (11) 


en traitant C, et C, comme des fonctions de x. Une dérivation de 
(11) nous donne 


y = Ci (a) ya () + Ci (x) gi (2) + Ci (à) ve (D) + Cr (D) y. ©. 
(12) 
Choisissons les fonctions C;, (x) et C, (x) de telle sorte que 
Ci (&) y (2) + Ci (2) ya (x) = 0. (13) 
L'égalité (12) devient alors 
y = Ci (x) y, (x) + Ci () y, 
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En dérivant, on obtient 
y" — Ci (x) gi (à) + Ci (o) gi (x) + © () y, (à) + Ca () gs (2). 


En portant les expressions de y, y” et y” dans (1) et en réduisant 
les termes semblables, on trouve 
C; (2) Li @) + p @) y, @) + a @) nn + 
+ Ca (x) Uys () + p (a) y) + q (@) ya GT + 
+ Ci (x) y (à) + Ce (à) ge (à) = f @). 
Les crochets sont tous deux nuls, puisque y, (x) et y, (x) sont 
solutions de l'équation sans second membre. Donc cette égalite 


devient 
C (2) gi (2) + Ce à) y () = f (à). (14) 


La fonction (11) est donc solution de l'équation (1) si les fonc- 
tions C, (x) et C. (x) satisfont aux équations (13) et (14). En les 
regroupant, on obtient le système d équations 


Ci (x) ya (2) + Ci (à) y2 (x) = 0, 
Ci (2) y; (x) +-C, () y) = f ©, 
où C' (x) et C: (x) sont des fonctions inconnues, y, (x), y» (2) 


y, (x), y, (x) et f (x), des fonctions connues. Le déterminant de ce 
système est le wronskien 


(15) 


yi(x) y2(x) 
y: (2) y:(@) 
des solutions linéairement indépendantes y, (x) et y. (x) de l’équa- 


tion sans second membre (2). Comme W (x) 0 d'après le théo- 
rème 19.9, le système (15) admet une solution unique 


Ci) — qu). Ci) = qe), 


où , (x) et . (x) sont des fonctions connues dont l'intégration 
nous donne €, (x) et C’, (x). En portant les expressions de C, (x) 
et C; (x) dans (11), on obtient la solution particulière cherchée 
de l'équation ({). 


W (x) — 


Exemple 2. Trouver une solution particulière de l'équation 
y —y =x. 

Solution. La solution générale de l'équation sans second 
membre associée est Ÿ (x) — Cie* + C.e-* (cf. exemple 1 du 
n° 2). On cherchera donc une solution particulière de l'équation 
complète sous la forme 


y = Ce +C, (Der. (16) 
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Le système (15) en C° (x) et C: (x) s'écrit ici 

Cie +C(ne= 

C'(re—C, (ce = zx. 

En ajoutant ces équations on trouve que C: (x + ze. D'où, 
en intégrant, 

C,(z) = z+1)e 
On omet d'écrire la constante arbitraire. puisqu on cherche une 
solution particulière quelconque. En portant C° (x) dans la pre- 
mière équation du système, on trouve C° (x) — — 1er, d’où, 
en intégrant, |” 


C; (= 54-16. 


La substitution de C, (x) et C, (x) dans (16) nous donne une solu- 
tion particulière y de l'équation complète 


y (x) = [—-5æ+t)e] e“+[-5 ZT — 1e] eT=—Z. 


Remarquons qu'en vertu de (10) la solution générale de l’équa- 
tion complète est 


D y (x) + ŸY (G) = —x + Cie + Ce, 
où C;, et C, sont des constantes arbitraires. 


$ 4. Equations différentielles linéaires 
du second ordre à coefficients constants 


Considérons un cas particulier important d'équations diffé- 
rentielles linéaires du second ordre, le cas où les fonctions p (x) 
et q (x) sont des constantes. De telles équations sont dites équa- 
tions linéaires à coefficients constants. ° 


1. Equations différentielles linéaires du second ordre sans 
second membre à coefficients constants. Soit une équation 
linéaire du second ordre 


y" + py' + qy = 0, (1) 
où p et qg sont des nombres réels. 
Théorème 15.8. 1) Si k est une racine réelle de l'équation 
2 + pk + q = 0, (2) 
la fonction y = e** est solution de l'équation (1). 
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2) Si ki = a —+ip et k, = ax — if (B 0) sont des racines 
complexes de l'équation (2). les fonctions y, = ex cos Pr et y, — 
— ex sin fr sont solutions de l'équation (1). 

Démonstration. 1) Soit y — e** (k — const). Alors 
y = ke“, y” = k?e**, En portant y. y’ et y” dans l’équation 
(4), on obtient 

fx (K? — ph + q) = 0. 
Comme e** Æ 0, en simplifiant par e“*, on trouve 
k° L pk — q = 0. 
Donc si k est une racine de l'équation (2). la fonction y = e** 
est solution de l'équation (1). 

2) Comme dans le cas 1), on vérifie sans peine que les fonctions 
Y, —= e%x cos fr et y, — ex sin fr sont solutions de l'équation 
(1). = 

L'équation (2) s'appelle équation caractéristique de l'équa- 
tion (1). | 

L’équation caractéristique (2) est un trinôme du second degré 
qui par conséquent a deux racines désignées par k, et k.. 


Théorème 15.9. 1) Si les racines de l'équation caractéristique 


sont réelles et distinctes (k, =£ K.), la solution générale de l'équation 
(1) est de la forme 


y = Ciehs + Cieks ; 


2) si Les racines de l'équation caractéristique sont réelles et égales 
(k, = k:), la solution générale est 


y = Ciehis L C,zehis ; 
3) si les racines de l'équation caractéristique sont complexes 
(k,,, = & Hip. $ 0), la solution générale est de la forme 
y = ex (C, cos x + C, sin fx). 
Démonstration. 1) Supposons que les racines k, et 


k, sont distinctes. D'après le théorème 15.8, les fonctions 
Y, = eh et y, —= ek sont solutions particulières de l'équation (1). 


Ces solutions sont linéairement indépendantes, puisque 22 — 
1 
= eks-kiX =E const (k,  k.). Donc d'après le théorème 15.6, 
la solution générale de l'équation (1) est 
y = Ciekis + Ceh:z, 


2) Supposons que les racines k, et k, sont égales. D'après le 
théorème 15.8, la fonction y, — ekx est solution particulière de 
l'équation (1). Trouvons une autre solution particulière linéaire- 
ment indépendante de Îla première. Cherchons-la sous la forme 
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Ya = Z (x) ex, où 5 (x) est la nouvelle fonction inconnue. Une 
dérivation nous donne 


y, = 2er zehx = ehx (2 ki2), 
y, = 2'ehis  2hz'ehie + kzehix = ehix (2 L Dk7' L ktz). 


En portant y,, y, et y: dans le premier membre de l'équation (1), 
on obtient 


eh1x [2° 0 (H++) + (RE + ph + 9)2 | = 


Par hy pothèse, k? + ph, + q = 0. Par ailleurs, k, = k, — —p'2, 
donc k. + p:2 — 0. Et, par suite, pour trouver la fonction 3 (x) 
il faut intégrer l'équation 3° — 0. Une double intégration nous 


donne :° — C,, : — C,x + C», où C,; et C, sont des constantes 


arbitraires. En posant C, = 1 et C, — 0, on trouve : (x) — x. 
Donc y, — xetx est une autre solution particulière de l'équation 
(1)- Les solutions y, et y, sont linéairement indépendantes, puisque 
Y1/Ya = 1/x = const et d'après le théorème 15.6, la solution géné- 
rale de l'équation (1) est 


y = Ciekix + Core. 


3) Supposons que les racines k, et À, sont complexes, c’est-à- 
dire que k,, = a + iB (BP 0). D'après le théorème 15.8, les 
fonctions y, — e%* cos fx et y, — ex sin fx sont solutions parti- 
culières de l'équation (1). Ces solutions sont linéairement indé- 
pendantes, puisque y,/y, — cotg Br =£ const. Donc la solution 
générale de l'équation (1) est 


y = e% (C, cos fr + C, sin fx). 


Temple 1. Trouver la solution générale de l'équation y” + 


+ y — 2y = 0. 
Solution. L'équation SArACES ne LIqne est k* + k — 2 = 0. 
Ses racines k, — {1 et #, — —2 sont réelles et distinctes. re les 


solutions particulières correspondantes sont y, = e*, y, = e"°* 
et la solution générale est y — Ce* + C.e-**. 


+ np . Trouver la solution générale de l'équation y” — 
— 2 +y = 0. | 

Solution. L'équation caractéristique est de la forme 
k? — 2k + 1 — 0. Ses racines À, — k, — 1 sont réelles et confon- 
dues. Donc les solutions particulières correspondantes sont 
y = e*,y, — zxe* et la solution générale est y = Ce* + Cire”. 


Exemple 3. Trouver la solution générale de l'équation 
— 4y" + 13y = 0. 
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Solution. L'équation caractéristique est #* — 44 + 13 — 
— 0. Ses racines k,, — 2 + 3i sont complexes. Les solutions 
particulières correspondantes sont y, = e* cos 37, y; = e** X 
X sin 3x. La solution générale est donc y = e** (C, cos 3x + 


+ C; sin 3x). 


2. Equations différentielles linéaires avec second membre du 
second ordre à coefficients constants. Considérons l'équation 
linéaire avec second membre du second ordre 


y" + py" + qy = f (x), (3) 


où p et q sont des nombres réels; f (x), une fonction continue. 

On sait que la solution générale de cette équation est la somme 
d’une solution particulière de l'équation complète et de la solu- 
tion générale de l'équation sans second membre associée. Nous 
savons déterminer la solution générale de l'équation sans second 
membre associée. Reste donc à envisager le problème de la déter- 
mination d'une solution particulière. On pourrait certes se servir 
de la méthode de variation des constantes. Mais si le second mem- 
bre de l’équation (3) est un polynôme, ou une exponentielle, ou 
une fonction circulaire sin fx ou cos fr, ou combinaison linéaire 
des fonctions énumérées, alors on peut trouver une solution par- 
ticulière par la méthode des coefficients indéterminés, méthode 
qui n'implique pas d'intégration. 

Voyons les divers types de second membre de l'équation (3). 

1) f (x) = P,(z), où P, (x) = aox"+ ar +... + ant + 
+ a, est un polynôme de degré n. Dans ce cas il faut chercher 


une solution particulière y sous la forme 


y = Qh(x)+, 


où @, (rx) est un polynôme de mème degré que P, (x), et r la 
multiplicité de la racine 0 de l'équation caractéristique. 


Exemple 4. Trouver la solution générale de l’équation 
y —2y +y=r+ti. 

Solution. La solution générale de l’équation sans second 
membre associée est Ÿ — (C, + C, rx)e* (cf. exemple 2). Puisque 
le second membre est un binôme du premier degré et qu'aucune 
racine de l’équation caractéristique k° — 2k + 1 — 0 n’est nulle 


(k, = k, = 1), on cherchera une solution particulière sous la 
forme 


y = (4z + B)20 = Az + B, 


où À et B sont des coefficients inconnus. En dérivant deux fois 
— Az + B et en substituant y, y’ et y” dans l'équation, on 
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obtient 
—2A — AxrtB=7+t. 


L'identification des coefficients de x nous donne À = 1, —24 + 
+ B=1, d'où À — 1, B = 3. Donc une solution Sarre 


de cette M est y — z. — 3. et la solution générale 
= (C1 + Cox) € + (x +3). 


2) f (x) = (x), où P, (x) est un polynôme de degré n. 
On cherchera une solution particulière y sous la forme 


y = Qn (x) rex, 


où @, (x) est un polynôme du même degré que P, (x), et r la 
multiplicité de la racine & de l'équation caractéristique. Si &« = 0, 
f (x) = P, (x) et l’on retrouve le cas 1). 


Exemple 5. Trouver la solution générale de l'équation 
y" — 4y" + 3y = ze. 

Solution. Les racines de l'équation caractéristique 
k° — 4k +3 — 0 sont k, — 1,k,— 3. La solution générale de l’équa- 
tion sans second membre associée est alors Y — C,e* + Ce. 
Le second membre est le produit d'un monôme du premier degré 
par la fonction exponentielle ex pour &æ = 1. Ici r = 1 car une 
seule racine de l'équation caractéristique. la racine k,, est égale 
à 1; d'autre part. P, (x) = x est un monôme du premier degré. 
On cherchera donc une solution particulière de cette équation 
sous la forme 


y = (Az + B) re" = (Ar + Bre. 
En dérivant et en substituant dans l'équation, on obtient 
—4Az + 24 — 2B = x. 
Une identification des coefficients nous oil au système 


—4A = 1, 24 — 2B =0, d'où À — pe —Z- En portant les 


A ? 
valeurs de 4 et B dans l'expression de y, on bte une solution 
particulière y — —T( + x) e* et la solution générale est 


y=y+Y = Cie + CT (+2) e. 


3) f (x) = a cos Br + b sin Pr, où a, b et B sont des nombres 
connus. Il faut chercher une solution particulière sous la forme 


= (4 cos fz + B sin Pz) x”, 


où À et B sont des coefficients inconnus, r la multiplicité de la 
racine .if de l'équation caractéristique. 
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Exemple 6. Trouver la solution générale de l'équation 
y" + y =sin x. 

Solution. L’équation caractéristique À? + 1 — O0 admet 
les racines k,,, — —i. La solution générale de l'équation sans 
second membre associée est Y — C, cos x + C, sin z. Au second 
membre on a une fonction circulaire sin x, c’est-à-dire que a = 0, 
b — 1, B = 1. Puisque if = à est une racine de l'équation carac- 
téristique, on a r — 1 et on cherchera une solution particulière 
sous la forme 


y = (A cos x + B sin x) z. 


Ea dérivant et en substituant dans l’équation, on trouve 
2 (—4 sin zx + B cos x) = sin z, 


d'où À = —1/2, B = 0. Donc y — — 7x cos z et la solution 
générale est 
y=y+Y=Cicosr+C,sinz—1À ZCOS I. 
Exemple 7. Trouver la solution générale de l'équation 
y" + y = sin 2r. 
Solution. Cette équation diffère de la précédente par le 
fait que P — 2. Comme if = 2i n'est pas une racine de l’équa- 


tion caractéristique, on a r — 0 et il faut chercher une solution 
particulière sous la forme 


y = À cos 2x + B sin 2x. 


En dérivant et en substituant dans l'équation, on trouve 


—34A cos 2r — 3B sin 2r = sin 2x, 
d'où À = 0, B = —1,3, c'est-à-dire qu'une solution particulière 
est y — —+sin 2x et la solution générale est 


y=y+Y = Cicosz + C,sinr ——+sin 27. 


4) f(x) = ee IP, (x) cos Br + P,, (x) sin Br], où P, (x) est 
un polynôme de degré n et P,, (rx) un polynôme de degré m. On 
cherchera une solution particulière sous la forme 


q = 2'ex [Q, (x) cos Br + Q, (x) sin Br], 


où OQ, (x) et Q: (x) sont des polynômes de degré s — max {n, m}, 
r le nombre de racines de l'équation caractéristique égales à à + 


+ ip. 


32—01561 
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Exemple 8. Trouver la solution générale de l'équation 
y" — y = de cos x. 

Solution. Les racines de l'équation caractéristique 
k? — 1 — O0 sont k,,, = +1. La solution générale de l'équation 
sans second membre associée est Ÿ — C,e* + C,e-*. Le second 
membre de l’équation est le produit d’un polynôme de degré nul, 
d'une exponentielle et d’une fonction circulaire, donc P,, (x) — 
P (x) = 0, s — 0. Le nombre & + if — 2 + i n’est pas racine 
de l'équation caractéristique, donc r = 0 et jl faut chercher une 
solution particulière sous la forme 


y — e* (A cos x + B sin x). 
En dérivant et en portant dans l’équation, on obtient 
(24 + 4B) cos x + (2B — 4A) sin x = 3 cos x. 
Une identification des coefficients de cos x et sin z nous donne 
2A + 4B =3, —4A + 2B =0, 


d’où 4—3/10, B—=3/5. Donc une solution particulière l'est 
= 


“ ( _ cos z+ + sin z) , et la solution générale est 
y=y+Y= ex (5 COS x + £ sin 2 + Cie + Ce, 


Exemple 9. Sachant les racines de l’équation caractéristique 
et le second membre jf (x), trouver une solution particulière y 
de net complète : 

a) k, = 3 +i2, k, = 3 — 12, f (x) = Se sin 2x; 

b) k, — k, = —3, f (x) = 2re"® sin zx; 

c) A1 = 1, À = —53, f (x) = & (1 — x) cos 37; 

d) APTE ne f (x) = & (cos 2x — 3 sin 2x); 


f(x) = e* [ 1) cos + ; +zsins |. 
Solution.a)Onaa—3,p — 2, P, (x) — 0, Ph (x) = 8, 
S — 0. Le nombre à + iB — 3 + 2i étant racine de l'équation 
caractéristique, il vient r — 1. Donc y — te (A cos 2x + 
+ B sin 2x). 
b) On a x — —3, B = 1, P, (x) = 0, P, (x) — 2x, m = 1, 
— 1. Le nombre « + if — —3 + i n'étant pas une racine de 
l'équation caractéristique, il vient r — 0. Donc y = e"X [(Az + 
+ B) cos x + (Cx + Dj)sin xl. 
ec) Onaa—1,B—3, P,(z2) =1—7, P,(x2) =0,n =, 
s — 1. Vu que a + if — 1 + ài n'est pas une racine de l’équa- 
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tion caractéristique, r — 0. Donc y = e* [(Az + B) cos 3x + 
+ (Cx + D) sin 3zrl. 

d)Onaa—1.B —2, P, (x) = 1, Pu (x) = —3, s = 0. Le 
nombre &œ + if — 1 + 2i étant racine de l'équation caractéristi- 


que, 7 — 1. Donc y — xe* (A cos 2zr + B sin 2x). 

e) Onaa = 2,$ =, P; (z) = ( — 1), P, (x) = z,n = 3, 
m—1, s—3. Le nombre a + if =2 + ri étant racine de 
l'équation caractéristique, r = 1. Donc y = ze°* [ (4% + Bi + 
+ Cz + D) cos + (Ex + Fr? + Gr + H}sin + | : 


Prouvons en conclusion un théorème qui est largement appliqué 
à l’intégration des équations différentielles linéaires dont le second 
membre est la somme de plusieurs termes. 


Théorème 15.10. Si ÿ est une solution particulière de l'équation 


y" + py + qy = h (x), (4) 
et Yo une solution particulière de l'équation 
y" + py + qy = f2 (à), (5) 


la somme ÿ + ÿo est une solution particulière de l'équation 
y" + py + qy = fi (x) + fe (2). (6) 


Démonstration. Composons la somme Yi + Ye et 
portons-la dans le premier membre de l'équation (6). On a 


(Ua + Ye)" + P (Ua Ye) + q (Ya + ya) — 


= (Yi + Pyi + QU) + (2 + pys + que) = 1 + fa 
donc Y + Ye est une solution particulière de l'équation (6). 1 


Exemple 10. Trouver la solution générale de l'équation 
y" — y +y =sinr +e*. 

Solution. Les racines de l'équation caractéristique 
k° — 2k + 1 = 0 sont k,,,= 1, donc la solution générale de l'équa- 
tion sans second membre associée est YŸ — C,e* + Cire — 
= € (C, + Cor). 

Le second membre de l'équation étant la somme des fonctions 
sin x et e*, on cherchera en vertu du théorème 15.10 une solu- 
tion particulière sous la forme 


32* 
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où ÿ est une solution particulière de l’équation y” — 2y” + y = 
= sin z et y., une solution particulière de l'équation y” — 2y'+ 
+y=eT. 

Trouvons d’abord la solution particulière y,. Vu que le nombre 
iB = à n’est pas une racine de l’équation caractéristique (r — 0), 
on cherchera la solution particulière y, sous la forme VU = 
= À sinxz + Bcoszx. En portant Yu Y. et y, dans l'équation 
y" — 2y + y = sin x et en identifiant Les coefficients de sin x 
et cos x, on obtient —24 — 0, 2B = 1, d'où À = 0, B = 1/2 


et par suite y, = À cos x. 


Trouvons maintenant la solution particulière Yo. On la cher- 
chera sous la forme Ye = Aë*, puisque &œ— —1 n'est pas une 
racine de l'équation caractéristique. En portant Ye. Y: et y: 
dans l’équation y” —2y’+y—e*, on trouve A =. Donc Ur = 


1 x 


=—+e 


Donc une solution particulière est 
Y=Y Ty TZ CoSr+Ter 
et la solution générale, 


y=y+Y=+cosrt+ Le + Cie +C,ze. 


$ 5. Application des équations différentielles 
linéaires à l’étude des phénomènes vibratoires 


Les équations différentielles linéaires constituent un puissant 
outil d'étude des phénomènes vibratoires qui occupent une place 
importante en physique et dans les techniques actuelles. Etudions 
le mouvement oscillatoire d'un solide suspendu à un ressort 
vertical. 


Position du problème. Soit un solide de masse m suspendu 
à l’extrémité d un ressort et supposons que les seuls mouvements 
possibles du solide soient des translations verticales. Si l’on com- 
prime ou étire le ressort avec le solide, il prend un mouvement 
oscillatoire. Trouvons l'équation de ce mouvement, c’est-à-dire 
la formule qui exprime l'écart du solide par rapport à sa position 
d’équilibre à tout instant f. 

Faisons coïincider l'origine des coordonnées avec la position 
d'équilibre du solide et orientons l’axe Oy verticalement vers le 
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haut. Désignons par /, la distance de l'extrémité du ressort au 
repos sans le solide à la position d'équilibre du solide. et par y 
l’écart du solide par rapport à la position d'équilibre à l'instant ? 
(fig. 227). Le solide est soumis à l’action de la résultante des trois 
forces suivantes : 1) le poids mg qui est dirigé verticalement vers 
le bas; 2) la résistance de l’air opposée au mouvement du solide 


et proportionnelle à la vitesse, c’est-à-dire une force égale à 1 ; 


où À est le coefficient de proportionnalité; 3) la force élastique du 
ressort dirigée verticalement vers le haut et proportionnelle, en 
vertu de la loi de Hooke *), 
à l'allongement du ressort, c'est- 
à-dire qu'elle est égale à c(l, — y), 
où cest un coefficient de pro- 
portionnalité appelé coefficient de 
rigidité du ressort (la masse du 
ressort est négligeable). 

D'après la deuxième loi de 
Newton, l'équation du mouve- 
ment du solide est 

2 
m = c(l—y)—me— +. Fig. 227 
Puisque dans la position d'équilibre (y — 0) le poids mg est com- 
pensé par la force élastique du ressort, on a mg = cl,. Donc 


dy 
dt? y— hs 
ou 
d? d 
mp A 2 + cy = 0. (1) 


L'équation différentielle obtenue s'appelle équation des oscillations 
libres d'un solide suspendu à un ressort. 

Si le solide est soumis à l’action d’une force extérieure dirigée 
verticalement vers le haut, dont l'intensité F (t) dépend du 
temps t?. l'équation (1) devient 

d?y dy 
Mr + A+ cy = F (1). (2) 
L'équation (2) s'appelle équation des oscillations forcées d'un solide 
suspendu à un ressort. 


En divisant l'équation (2) par m et en posant —— =w?, 
m 
F (t) 


m 


À 
— = 24, —/f(t), on obtient la forme définitive de l'équa- 


*) Hooke Robert (1635-1703), physicien anglais. 
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tion des oscillations forcées : 


d'y . Ï 5 
Te + 2h + wy = j (0). (3) 


L'équation (3) est une équation différentielle linéaire avec second 
membre du second ordre à coefficients constants. 

Etudions maintenant les oscillations à l’aide des solutions des 
équations linéaires à coefficients constants. 


Oscillations libres. Supposons que le solide n’est pas soumis 
à l’action de la force extérieure f (t) et que la résistance est nulle, 
i.e.  — 0. L'équation (3) devient alors 


d° ; 
Le + 0°y — 0. 


On reconnaît ici une équation linéaire sans second membre. Les 
racines de l'équation caractéristique k° + œ° — 0 étant k,, — 
— æ+io, la solution générale est 


y = C, cos of + C, sin w!, 


où Cet C, sont des constantes arbitraires. Pour alléger les rai- 
sonnements remplaçons les constantes arbitraires C, et C, par 
des constantes À => 0 et œ en posant C, = A sinç et C, — 


— À cos ® (d'où À — VC + C: et tg q — C,'C:). Alors 
— À sin @ cos ot + À cos p sin w!, 
et la solution générale peut être mise sous la forme 
y = À sin (ot + ç). (4) 


La formule (4) est l'équation du mouvement d'un solide suspendu 
à un ressort. D’après cette formule le solide effectue des oscilla- 
tions harmoniques autour de la position d'équilibre. La quan- 
tité À s'appelle amplitude des oscillations, w, pulsation et œ, phase 
initiale. 

Pour déterminer une solution particulière, il faut se donner des 
conditions initiales du mouvement. Supposons que l'écart et la 
vitesse du solide sont connus à l’instant initial { = 0: 


y l1=0 = ÿor  Y° lt=0 = Yo. {5) 

Une dérivation nous donne 
y’ = Aw cos (wt + p) ; (6) 
en portant les conditions initiales (5) dans (4) et (6), on obtient 
Yo = ASIN, : 
| ÿ, = A0 COS p. (5) 
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En exprimant les constantes arbitraires À et ç en fonction de o, 
y, et y, et en les portant dans (4), on trouve la solution particulière 
qui satisfait aux conditions initiales (9). 

Des formules (7) il s'ensuit en particulier que les constantes À 
et ç dépendent de la pulsation w et des conditions initiales du 
mouvement. La pulsation, quant à elle, ne dépend pas de ces con- 
ditions, mais du rapport du coefficient de rigidité à la masse du 
solide: © — V c/m. 

Supposons maintenant que f (t) = 0 et u = 0. L’équation (3) 
devient alors 


LE + 2u + wy = 0. (8) 


Les racines de l'équation caractéristique 4?+2uk +w?=0 sont 
k,2=—p+Vu—0@. On distinguera trois cas. 

1) >. Les racines k,.,—= —umæ+ Yu?—w? sont réelles, 
distinctes et strictement négatives. La solution générale de 
l'équation (8) est donc 


y = Ciet-u+Vur-ui)t D Cel-u-Vur-uit, 


On voit sur cette formule que le solide n'effectue pas d'oscilla- 
tions, et que l'écart y tend vers 0, c'est-à-dire que le solide tend 
vers la position d'équilibre lorsque { — oo. On dit alors que le 
solide accomplit un mouvement amorti non périodique. 

2) u — ©. Les racines À, — —p sont réelles, égales et 
strictement négatives. La solution générale de l'équation (8) 
est alors 


y=Cie-mtCte-u=e-nt(C, + Cf). 


Le solide effectue un mouvement identique au précédent. 
3) u<o. Les racines k,,, = —p + iVw?—u? sont conju- 
guées complexes. La solution générale de l'équation (8) est 


y=e"nt(C, cos @ é + C,sin ot), 


où 6 = Va — u2. Si l’on remplace C, et C, par les constantes 
A et ®, cette solution devient 


y = Ae-#'sin (ot + P). 


Contrairement au cas de la formule (4), l'amplitude dépend ici 
du temps {. Puisque u << 0, cette amplitude tend vers 0 lorsque 
{— oo. Donc le solide accomplit des oscillations amorties 
libres autour de la position d'équilibre. 


Oscillations forcées. Résonance. Traitons maintenant le cas 
où le système oscillatoire est soumis à l’action d’une force exté- 
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rieure périodique jf (t) = a sin w.,t en supposant pour simplifier 
que la résistance de l’air est négligeable (1 = 0). L'équation (8) 
devient alors 


2 
TE — @°y = a sin ot. (9) 


C'est une équation linéaire avec second membre à coefficients 
constants. On sait que la solution générale de cette équation est 
la somme de la solution générale Ÿ de l'équation sans second 


membre associée [cf. formule (4)] et d'une solution particulière y 
de l'équation complète. 

On distinguera deux cas. 

a) w — w,. c'est-à-dire que la pulsation de la force périodique 
extérieure est distincte de celle des oscillations libres du solide. 
Puisque iw, n'est pas confondu avec une racine de l’équation ca- 
ractéristique À* + &° — 0, on cherchera une solution particulière 
sous la forme 


y = À cos ot + B sin ot. 


En dérivant deux fois y, et en substituant y et y" dans (9), 


on trouve B=—", 4—0. Donc 
&? — 2 


+ a à 
y = MEET E sin (OPA 
et la solution générale de l'équation (9) est 
y=y+Y = — sin of + À sin (wt+ q). (10) 
1 


De la formule (10) il résulte que la solution particulière y décrit 
les oscillations engendrées par la force extérieure. la solution 
générale Ÿ — À sin (ot + œ), les oscillations libres du solide, 
et la solution générale y, un mouvement oscillatoire qui est la 
composition de deux mouvements oscillatoires de pulsations 
distinctes © et oi. 

Dans ce cas l’amplitude est constante et si w et &, sont voi- 
sines, le solide effectue des oscillations d’une grande amplitude 
autour de la position d'équilibre. | 

b) © — o,, c’est-à-dire que la pulsation de la force périodique 
extérieure est confondue avec celle des oscillations libres du solide. 
Puisque iw, = iw est une racine de l'équation caractéristique 
k® + &w° — 0, on cherchera une solution particulière sous la 
forme 


y=t (4 cos ot + B sin of). 


$ 5] APPLICATION À L'ETUDE DES PHÉNOMEÈNES VIBRATOIRES 505 


En dérivant y deux fois et en portant y et y" dans l'équation 
(9), on trouve 4 = ——; B=—0. Donc 


cu at 
y— —5 COS Œf 


et la solution générale de l'équation (9) est 


at 


y=y+Y=Asin (ot+qp)—- 


0 


Cos w£. 


On voit sur cette formule que comme dans le cas précédent 
la solution générale décrit la composition de deux mouvements 
oscillatoires mais de pulsations égales. 

La présence du facteur t exprime que l’amplitude des oscilla- 
tions croît indéfiniment avec t, c’est-à-dire que le solide effectue- 
ra au bout d’un intervalle de temps des oscillations d'amplitude 
très élevée même si l'amplitude a de la force extérieure est petite. 
Ce phénomène s’appelle résonance. Il conduit souvent à la destruc- 
tion des systèmes oscillatoires. 

Le cas. des oscillations mécaniques de systèmes élastiques 
(telles les oscillations des ressorts de wagons, d'automobiles, etc.) 
se traite comme celui du solide suspendu à un ressort. On étudie 
- de même les oscillations électriques, acoustiques et autres. Les 
équations différentielles linéaires sont capitales dans l'étude de 
tous ces problèmes. 

Signalons en conclusion que la théorie des équations diffé- 
rentielles linéaires du second ordre se généralise ad litteram aux 
équations différentielles linéaires de tout ordre. 
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